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POPIS SLOŽITOST ALGORITMU

- algoritmus → je přesný a determinislichý popis potupu
→5 lejný → skončí

vystelek
RAM (random access machine)

D počteč umožňující libovolný přístup v paměti

4 puměịằ_e pole celých čvel indexavoné celými čisty

AT7
一1

stup /ofstupdočasná
dala

Lo prognum = postoupuost instrukcí

→ Typy instrukcí 「

přiklady: [0] <-[^] LE33］←5
1) práce s pamětí → LO]< O ［-2］←［E3］］

a) adresa buňky ![ zrslo]
KAMKAM < CO

- b litenal estocislo

c) nepřiná adresace [[ čislo]]
„ celočiselné2) aritmetika

es pro keludná cisla,7 = орие : + jinak detinorane
pro zúporncí niznè

KAM ≤ A op B (moc)

& ..
AND OR XORAND OR

x<k = x.1k人^ →2>

メ>ント＝X124SHL SHR



3) řísení Soku / contra How ①）

HALT → salaví program

→ zakažkým programem je implicitní hald
GOTO kam → nepodmíněný skok

→ skáče podle návěstí (signál / rozkar) na čísto
instrukce

IF A RELACE, B GOTO kam → podmíněný skok
（二1キ、7，4，三1ム）

Program pro RAM

→ 1. vskuy → je uložený ve smluvených bunkách , nejöastěji v paměti
od adresy O

2. postoupnal instrukcí

3. výstup → po HALTu je výstup haké uložen ve smluvenęh
buňkách



briklad programu pro RAM
•→ Bubble sors O(n) časová a O(1) prostoravá→ Bubble sors O (n) časová

• a O (1) prostorová

1. spisob - psenelokód:

VSTUP : N (calé čilo) , P (pole velikosli N)
OPARUS

Z < NE

PRO I=1,..., N-1:
POKUD P[I] > P[I+]:

t< PLI] ; P[I] ≤ P[IM], P[I+] < t
Z < ANO

DOKVO Z = ANO

J:e[47:=[, I:= [-2], 2:=[3], N:= [o]1. působ - instrukce počitače
VSTUP * zkratkyDOCASNE

T N P(A) P(2) PC3) P(N)I

0123
IF N<2 GOTO KONEC 1 pråchad # pråchachůVNĚISÍ : Z< Ø 4 м -1
I←1

81 - 5OPAKUJ J < I+1 ル

1 prichodIF [I] ≤ []] GOTO OK
čas. složitostTく［I］，［I］4E3］，［g］eT,Z←1 4 až 8 instrukć 4 (n-1) +2OhT←I+

41 -4IF I< N GOTO OPAKUJ
8 (n-1 (n -1) +4 (n-1) +2až

IF Z = 1 GOTO VNÈISÍ
8m - 8

KONEL HALT

není potřeba



CENA INSTRUKLE →¾ wriení složitosti

1) jednotková

Lo vielny instrukce lee vypened v konstantním čase
nerávisle na velikosti (čiste) vstupu

→ čas = { instrukcí

1) oerená1) merená žíra dovasírka dova
→ omezení pamèti / šírka| < 2W

L→ pracuje se stoorg maximálně w-bitů :=1092 (h)

Løpo vstup velikosli m, lak musí býl w z log (n)

w = log (max (n, 2))
lidol ≤ M° « W= C. log (n) přesneji

3) logaritmická
4 instrukce nemá konstantní cenu, ale révistou na velikosti

operundů a adres

La cena = # bilů operendů + #bitů cedresy

4) relativně logaritmická
→ pro velká čisla → penalizuje

# bisů pro malá čisla → chorá se jelo kontentmi= Mcenaсема =

log (n) c log(n)

Lančastěji se používá



Def: Doba bën program pro sup x

• E(x): = součet cen provedených instalí
Def.: Časová složitost (v nejhorším přépuliạỊ

T(n) : = max {t(x)| x je vstup velikosli n }

sg. Dosor bětu programu pro vstup x
s(x) : = max. adresa - min. achesa + 1

(5)

navštivené běkem běhu

progrunuProstorová složitost

S(n) : = E s(x)| x je vstup velikosti n }
→ části pumeli.

pravoní prostor → se solup a jsom te a neepicuje se dam
→ do výstupu se jen napiseje a meite se odtamtud

Dek.: Asymptotická notace

F.g :N→ R : fEO (g) : ]cEN :IMo E/N: Hnzm: UE + (n) = C. q(h

fc0 (g) = ]cY*M : f(n) ≤ c.g (n)
SE Ð(g) = ]ct*M : f(n) = c. g(n)

5 c O(g) = ]c,c : V*m : ('g(n)≤ J(n) ≤ (.g(n) → Sroste slejně faho g

}c D(g) <> f60 (g) ^ fEn (g)



Grafové algoritmy

BFS (do siřły) → nalezení nejkelší cesty
DFS (do hloubky) → Ariadnina nid

B.Ú.N.O. je graf b orinlaraný
n := IV(G)| počed vrcholi

m := E(G) počed hran

uv := hrana s u do v

Reprezentace grafu

matice sousednosti

pokud Vivi E E(G)
= je veliká ④（m23

O jimek

(2)secnem sousedi

1V2 บ ชันบร Vins Vn

vrcholy :
Sa S2

⑥（ル+m）
hrany z N



Prohledávání do hloubky (OFS)

slav vrchole v : stav (v) =
nevidený
sevřený
wavreny -

inicialicace : Vv cV(G) : slav (v) < nevidèný

rekurzivní DFS(v): 1) slaw (v) < osevčený

2) Pro Y vu 6 E :

3) Pokud slav (1) = nevidèný:
DFS (u)

5) slav (v) < uzuvřený

a jednou pro kurdý
] O(n vrchol

→ stupeù nu

O (deg OuT (v)) počtu

1四（M）

O meny suvů
neviděný → odevžený → uzavřený

→ po dobehnutí není žáchý vrekol odeviený

D DFS neotevře slejný vchol vceknáť

L→ do vreholu vstoupíme maximálně jedlnou



Lemma :

uzavřený cos ] cesta z• Po dolětnulí DFS (o) je HuENG sav-(a) - ( mentöný - jine?u do v

Dk.:

1) u je uzaviený → u ję dosažitelný' (→ u je devřený a v je wzavřený
→ u je dosaritehy4p induká podle doly bêtu programe

1) x otevielo u =→ podle IP je x dosažitelné
=→ z x do u vecle hruna

→½ v do u vede sled /cesta

1) u ję dosažitelný → u je ma honci wrenžený
→ malerením minimálniho proti příkludu

→* pro spor. ]x eV(6) : x fe domčileluý =→ x je mevidèny
=→ zolém x lak , aly cesta a v do x měla nejménè

hran

→ předposlední vrchol je p, který je vidöný, pak deriený
a otevie vrchol x

Lemma:

DFS béží v čase Ocun jeu pro doružitelor cást
Ih.: 2zpåsoby

O(n) + 2 O (deg(0)) = (nim)
, vrcholy : 1,5 → (n) .) éstování čase velatům a hraním { 134 → O(m}

{ C(n+m)



Opakovrené DFS

1 VV6 V(6) : stav (V) = nevidēn

2 Pro Kv e V (G):
3 Pokud slev (v) = nevidèn:
4 OFS(~)

(4

La navštivení celého grafu → O(nim)

1) pro V podgrafy so je O(n+mẾ) a
so se postilá na O(nem)

→ alternativne

DFS(x) => D(n+m) jde snaeno ochodid
superzdraj

DFS strom grafu

Lo získáme kostru dosařětelné čâsti grafu
DFS (O) → hrany jdouí z vrcholu maji

prioritu prockázení podle čísta cílového
vrcholu.

ALASI FIKACE HRAN DFS

A) STROMOVÉ (KOSTERNÍ)

2) ₴PÈTNÉ
11

(6)14
→ hrany do předchůdce

3) DORREDNÉ

A vedou do uzavreneno

pořecí mustíven vreholu
4) PŘICNÉ

preclou do naustírenero vrcholu,а пеніpredek arcotome



# inici alisane

Ov6 V (G) : sav (o) < nevidèný ; in (vt, oud (o)< Ø (nelepinovane)

T = O čas (haliny, co Nikaj! přiži změně stave)
DFS: 1 stev (v) - olevčený

oswžráíní d nzcvírání =
2 T≤ 5+1 , in (VST závorkaréní
3 Pro vu € E(G) :

64 2 23 44 34 9 677
Pokud stero (u) neviděný:4

1 5 DFS (u)

l0 6، وا slav (v) < uzavžený in (o = (~
7 TET +1 , oul (v) ET oul /ol = ~

Hlasitikace man pomać sávorek

4 pro hearu xy € E(G)

1) (x)x (y )y→ nenastane

2) (y ly (x)x → přčcí (A A sardy) = szurený"
3) (x- (y )y )x → dopredná BRa) stromová → slev (y) = nevidèn

b) dopřecká → stev (y| = 1 zevzený
4) (y (x )x )y → rpětná stev (y) = o teriený (při objevení)

L→ můžeme o jehehdi hraně zjentil v O(1), kteróko druhu je sač
v neorientovaném grafu → podle loho, kdy byla hrana spatřena

podruhéryt E(6) popré
1 stromová zpetná

2) dopředna2) zpetna



⑥
Věta : DFS beží → čase O(nim) a prostoru O(nem) a

najde dosažitelné wekoly a klasi fikaci hrun.

pomorí hledání mostů (v neorientovaných grafek)

Def : thane e je most pokud # homponenl o Gle soupne
De není most (= e leží nu kružnici

Dk.: e lží nu krânici → e neuí most

е є Е(6)

e není most => e leží ne kružnici

→ v G-e existuje cesta mezi x ay = cestare -
kneznice

zpětná hrana nemůže kyid most

Vsechny mesty jou stromavé hrany

Stromová hrana xy není most (xy leží na kruzici") (> ] zpětné hranub,
kde a leží v T(y) a b leží ostře ned y (→ low (y) < in (y)

Strom pod y

Def.: low(v) := min { in (b)| ab je zpětná hrana s a6 t (v0)}
4→ vlastně jal moc vysoko jsem seropen dosat noul 2 T(v)

1 spotul low(r) pro VEV v lineámín čăse ひ

sy nove

1 (ntm) low (o) = min { low (s1).., low (oz) im (b) /vb zpetnéhrang}



ADS1 - přednáška z.3

Zopakování z minule

(ou (v) = min E in (2)) x ZcE apétr ?
xET(v)

Ters

low(v) < in (v)

L→ pak není most
UK

low(v) = min (E low(v1)... low(v¼)} v Ein (z): VZ EF zpětná ?)

pobud neexistuje dalsíbe najít v O(n+m)

vrehol spojený s v, co
dosáhne níž mimo T(v1) ..

T (VH)stromová hrana není most (=→ low (v) ≤ in (u)



Acyklicly orieutvané grafy → DAG-y

Def.: Grat G je DAG ( „Direded ayaic greph") <= nemá (orientovane.
krużnice

Def.: Zdroj je vickol s degạị) -O
nebo-li pożet šipek směřeyičch do vechětu je O

Slak je vrchol s deg (v) =0.

L→ nebo-li nevzchážís něj žáchá hrana
ZpROS

J ZDROJ

STOK

I STOK

Lemma: Huždý konečný DAG má alespoň 1 zdroj a slok

Uk.: Vybem vekol v → je stok V
→ není slok =→ vedle z něj henu do vi

1) narazím nu stok v

2) pokrečuju do so → spor s graf je konečný

3) stol nenajdeme → spor s gref fo bez
krużnice

Aro droj: Pokud v je stok o b =→ vo je roboj a GT

обойт чірĸу



of: Transponraný graf G'z gref niklý e G obřenim sěpek

G je DAL <= G' je DAG (Transpozice cyklu je cyklus)

v je zdroj v G (> v je slol o GT

Algoritmus : DE G PAG? <=> G NEMÁ CYAUS?) ? JE TO EKVIVALENTNÍ? ANO

→ ano, pokud projiteme DFS a mejleme zpětnou hranu

emma: Na každém cyklu loží alespoň 1 zpětná hrana

Ok. : Najdu vrcholos nejmensím out (v)

tudy out (v) < out (w), coż zharekterizuje zpětnon
hranu

LD Věta:G JE DAG C→ OPAKOVANÉ DES NENAIDE ZPÈTNOU HRANO

Def. Topologické uspořádání je uspořá dání 1 pokud pro hořělé uv EE
plesé ue sv

Lo řadí se podle topologického čřístování



Věta : G MÁ T.U. <=> G JE DAG

DK.: → MÁ T.U. => NEMÁ CYKLUS → G JE DAG

POSTUPMÉ ODTRHÁVÁNÍ ZDROJŮ

vznikne mi seřuzené uspořilámí

øběží v O(n.m), ale le lineárně potud si pumeluje
zeroje

E G MÁ JEDNOZNAČNÉ T.U. S TENALE ABORIHUS MA VŽOY JEN 1 ZDRO
NA VÝBÈR

RPO (reverse - post oro

Voła: Opakované OFS oponití vekoly v opačném sopologickém usporádání.

Dk.: (topologická inclukce)
out (o) ozituje vekoly a dostanu Sopologiché usporiliní

TuvEE: 1 < v = out (u) > oull v) G> na uv klesá out

=→ uV není zpětué

→ v DAG u nejsou zpětné hrany alze tohle provést pro kualou hrenu



Vyuzitéyužik_ I.V. • Linearizace čtečného usporádání

ba E.M. je DAG , kde vrcholy jsou proky množiny a hrany
jsou nerovnosti → lak se lincrizují L

Algoritmus: Počet cest 2 u do v (v DAG)

→ ((x) := počet cest z u do x

→ indukú

• p prodchide p lží před x v cestě a z indukčno předpetade
((x) = {, (Cp)známe jejich počet cest

pREE

1 (ntm) → konstantní čes na urchol i hranu

Algoritmus: Déllu nejlelž/nejkratsí cesty z u do v v DAbu

d (x) : = délka nejilelsí cesty 7 u do v

• d(s) = 1+ max { d(p)| px€E} → O(ntm)

Komponenty silué souvislosti
Det:Neckd G =(V,E) a rekue →, → na V:

1 → v = J cesta z u do v

→ v = M→~ 1 v-→1/ → je ekoradeu
→ je ekvivalence

MC～三ルーN1心→ル

„ Komponenty silé souvislosti jsou podgrafy indukooané
ekvivalenčnim Aidy c→.



Priklady KSS :
se svým okolim komunikují jechosměrně •

gred komponend
Dep.: Dro orienloaný grof G definjeme gref komponent K(G):

1) V(K(G)): = komponenty silné swistoti G

2) (1 GEE (H(0)) = ]N,E(1,02€L, N, Q€E(6)

A hrung kouchen zere

be vy lorid z
G postupnoa
koutrakcí hren

mozi vrcholy ve

slejmé komponentě

Věta: Pro každý G je K(G) DAGE prostě netude mít cyklus

DK.: Kdyby v K(G) leyl cyklus (o ( ... .. Co

Z definice

Hi : 3 Miơ Li , vin t (it : Me Nộn € E(6)

كل عم
Hi ] cesta z ui do vi vonitè Ci

Ск-1 L. puk ni, vi beží na cyklu a dedy

Co,...., Ck.1 nejsou rěizné kompray



7Důsledel: Můžeme rozlisivval zerojvi a stokové kompowenty.

Odro foua stokoveí

Pozorování :

Je-li ( sloková komponent a vEL . iak DFS(V) projde

max. všemy vrcholy v C.

@ Vrchol s max. out (V) v opakovanêm DFS leží ve zelojove

komponentě. (Vnhol v s min. out (o) løžíve stokové)
→ v DAGu

Pokud K(G) obsahuje zdroj i stok =→ G obsahuje zdrojovou i stokovoa

komponentu

1 K(G) = (K(G)T (ZDROJOVÉ KOMPONENTY E→ STOKOVÉ KOMPONENTY)4) K ( G) = (K(ज)) (ZDROJOVÉ KOMPONENTY E→ STOKOVÉ KOMPONENTE)

Melue se oloží, ule racharí

chybí: algoritmus opakované opakovaného OFS na Gł nalezení

stromové komponenty a jejich utrhávání DFS na



do zásobniku užin pocte out sestupnă
1) Zkonstrunj

2) Opakované DFS ne G', vrholy vokldat na zeiobnik S
3) Vv EV : komp(o) = Medefinroráno
4) dokud 5+ Ø :

NS ES

Pohud komp (vo) = nclefinovareć
DES(N) a nastavit gro vichy nelezené vickoly
slepou komponente



Nejkratsí casty
Ohodnocený graf

4 G = orientovaný graf

L l: E → R (délky hrau)- funke

4 obryne Ye : 1 (e) =0

slec .

l(s) : = 2, l(e)
eGE(S)

Definice : Vzdálenost z u do v :

d (u,v) : = min l(P)

(P je ceste s u do v)
+00 pohud x u do
v nevede řáchá

cesta

d(u,u) = 0

d(1,0) = d(v,u) - nemusí plalit v orientovaném
grafe, plelí jen v neorientaranân

d(u,v) ≤ d(u,x) + d(x, v) (A -neroonoss)

Důkaz:

slel

Amonou se
d(u, x) Q(x,v)

opahovet

hrany è 7 no cesta, co není delsí.
vrcholy

Lemma : Vun sled S existuje uv cesta P t.ž. l(P) ≤ l(S)



Coklyż připustime leO!
" jako sled- jaho cesta

d（a.d）=-3
neexistuje"

d(ad) ≤ d (a,x¿« d( x,d)0 <

rozbilu se←B+3-3
A-nerovnoss

→ nerná se polymoničlí algortmus pro gry s ráporuými
cetly

bro b=1 je řeżení BFS (prohledívání do žižky)

hrany: -stromové
•přičné

zpetné

dopředné přičné
d=1

Lopomoé fronly ~ O(n+m)
BFS s pot/rozdélovanim hran

La hrany podrozdělín ma jealotkavé hrany a peck BFS
Lo polud nejroc hreny malé, Aal se e měj sleve

obrovský graf

O ((m+m)L)1 ≤ l (e) ≤ L
40

po pamatovánl cesty 40

Lv každém vrcholu
h(v) : = "budik"

si pamatuji předchůde
v jakém dese
do vrcholu aSO



Dijkstůn algoritmus(19

4D podívám se na všeelny nísbedujřć vrcholy a repkám
De, zda nemám přenastavil budik

..w h(u)< h(o)+l(rw)

§ neviděný
otevřený 1 ty vrcholy, co mejí mastavený budík

slav (v) =

zavřený

Algorismus
1. treV: slav (0) = nevidený, hlo) ≤ +00, P(N)<-P]a)Inkializare

1. stav-(n) ≤ otevřený, 4(1) <0 Insert
3. Dokud Iv : star (otevrený) :• pro rozlisení

Vybereme vi star(o) - otevřený, h(o) minimaluí
Extract Min

časoné slozitosti u

haldy
Pro YowEE :

Je-li h(u) > h(o) + l(vu): .
prichod

6. dr)d(n) Œ(n→
ý Instreuse→ hendèmy

1 (w) ‹ h(0) + e(v0w) Dotoviemi
(W) <~

Stav (u) < otevreny

stav (v) <- zavtený

je dobrý pro hustýgrefy .

-cůkat přes

ae epanté Vta libri depers sa cabo v case OTes) pe
algoritmus

Vota: Dijkstrâv algoritmus se restaoí v case O(n°) , po
ale ne pro vitré Raslaveni Vv: h (v) = d (u,v)

předhiki , P(-) tooží shrom nejkratsich cestpředchili

O (n + m + M. Tmin )
I hodně času zabirá hledání minima



Datová_ struktarce

(vloží prek a zucá mu konkrétní hochuote)орание Insees

Extract Min (majile prvek A nejmen ží hodnotou a vrét ho) •
Decrease ( zmenši ohonocení proku)

- prostě halda

použijeme na množinu všech otevřených vrcholů (max. n)

přes kaidlon branu jdemDijkstnůn algoritmus má složtost nejufse jechon

O(M. TExtmuhtin + M. Tinsent + M. Trecreuse )
+ ch th

bin

Iser. • fibbonacio hella d-reg. baldad-reg. haldahaldaFibonacciho huldapole inicializace,pole

asymptotickylogn lognExtreet Min n

se vejchen logn 11Inseut

Me legnløgn 11
Decreuse

(.tm). (n. log) + mąłąlognn° m-mn-mn°

řidké m60 (n)

husté mEO (n?)

logaritmy
Binární halda

o rusných- plué rleva koren = min züklaceet

Extruct Min → prokodit kořen js04log m
asymptoticky

a posteluí prvek → bublání

Inserl spicat nakon doli
sleginéلٮ+امل

pricléni vrcholu prohodím s

bud cệní nahoni mensin

Decrease → sniži hodnota ů plul mens, hak
hodím nachom

bublá nuhoru



d regulární halda

nedochělane Ahn f lagen
orouocení h : V → R

relarace 1relaxace

my Ht alvad pipine poled je mes?h(v) + l(vu) → přepišeme w pokud je mensí

jineh me

Pro vWEE : Pokud h(u) > h(v) + l(ou):
Zobenēní h(ui € h(v) + l(ow)

stav(ns < otevrenýDijkstrove

dav(o) . ( nerděnýnevidènýalgoritmu slav (v) = {otevrený
LA neny tizime si uzavioný

olecené nejmensí
Obecní relaxuční algoritmus.

1. HNEV: h(0) € +s0, slo(v) < neviclěný
2. h(v) - 0 , slev (u) < otevřený
3. Dokud Fv : staw (v) Eoteviený :

4. stev (v) cuzcerřený

5. Relaxujeme v

Invariant O (ohodnoceni):

O hos nikly nerosl
D Pohnel h(ot je konečné , pak existeje dled délly hho)

z u do v



Dákaz :

indukcí podle běhu
→ mám podle IP sled uv , chi vn

h(w) = h(v) + l (wr)

s tak vž majsan žělné otevřemé vrchdyLemma D (dosazitelnost)

Lo polul se algoritums zastaví, puk

Fv: slav (v) = uzaviený <-s v je dosustetný & u

→ Helyż evisteje sled, tely h(v) má honečnó, tah je desaitely → z inarink
<- vezmu nejbližší špatný urchol v

L→ nejblizsí ~ #hreu

i.j R-protoże p je dobrý, tak jame oljevili vi,teky
spor s sém, že v je spatně

(vzdálenost)Lemma V (vzlálenosl)Lemma V

Pokud se algoritmus zastaví , pruh botV: h(0) = dl(4, ve)
Důkuz

a) pro V neclosazitelué 2 u: 1 = 00

bi pro V dosazitelné

Klyhy Jvcv: h(o) + d(u, v) , lak puk teröitě h(o) → d(1,v)

Vyhereme v špacuý biž. nejkratší ceske rz u do v mcé
nejmensí #hran

nejkratsí cena P , kde l() = l(4,)

Tklo) nerose,

prefix nejkrats

Ruje ) u cesty je
тем за najeratži z u do p pored

h(p) = d(up) = l(P) → pohud byl a relatovćán a ctevien nejkratsí
puk kdyż alg. shoneil, sah musel cestarpak h(v) = h(p) + l (po)= d(4,0) ni1 wzcvien, tely nusel majit v



bez

záporných
hrach

Ye : l(e) =0

Dijkstrån algoritmus (relaciční s nęterem min h(o))

Invericent M (o monolonii)

Pro v otevřený a z zavřený
h (z) < h (o)

Zceřená otevrená

D ohodnocení zavřených vrcholů se nikdy neměńí
A kurilý vrchol zevre max. jachnan

Ck. (indukci)

s měnime ohodnocení jinêmu
vrcholu a to bele

mit vetś: ohochocení

nez v.
h(v) + l (vu).

=h (0) u zuvrenýh vrckilů
20 json menši shakzeni.

tedy nic se nerozbije

Veta. Na grefa bez zúğornýh hran D.a. zeune korilý
vrchol maximálie jelou

V pořadí nerostecich d(1, -)
V ohanzikuzariení v je h (v) = cl(4,) a

dál se nemèni.



Bellmanio - Fordiv-
6 uzuře se nejtéle sevřený vellol

ritol• uzuře se nejdále otevřený
15

Lo relerave + osevrené vrcholy ve fronté

Lef. faze batu
FoFA…

Fo → derení u
Fe → odeberu u z Fronty a přilán jeho nastenky da front
tirạ zavirámé vaholy oterené v Fi

Invariant F (o fazich)

→ na konci Fi je Vv :h(n) = delká nejkratko steelu z u
Vi :

do v o maximáliè i hranách proto mu konci
→ nu každé fiới max. M-té făsem hran a n

# fizí = n → cas Ô (mm) je ise hotovavrcholi

Dikuz (indukcí podle i)
• i =0 V

• i-1 → i Vrchol v na homi FiVrchol v na honci Fi
•ルイ→弋

S.= nejkntii sled z u do v o mox. i hrunach

chceme h(v) = l(S)

S'

Injkvat ded 2 u d0 p o mas. 1-1 brnich
. P na 2-1 a l

Ne honci Fi-1 fe h(p) ≤ l(S)

(2 Nejpordéji v Fint leylo naduveno h(p) =→ p otetrřeno
( Nejpoblè; v Fi je p zavřeno V tachvíli stâle h(p) a l(S')



O Po relaraci p mim:

4(0) € h(p) + l(pa) ≤ l(s)
≤ l (s)

3 pule h(no) nerosle, sabrie nu koni Fi fa stale
4(0) = l (5)

I di (u, v): = min. délka stedu u→v o i hranich

do (v, 1) = 0ł
ne ~ ~+0 do (1,0) = + 00testa

cli (u,v): = min (di-1 (11p) + l (po))
Nely 0(1.m.) preE

Floydev - Warskallivalgerisme

vickoly 1I..., n

Leg :=matice

delek hran отезиії -+ as jince
postepné

pro i-j 6 colinji

Di = min. déla cesty a i do j pies 1,., 3

Daf = laiDej = Ly

→ 04Оĸ-л

A bul pouzijem neto neponžijem

i chun Dai
(On + 0 ki



Dro g . ...: s 2 celly
Pro k = 0 ,..., m:

- Zéporné

cetly hran+دسٮ+ه- min (Dẩg , Dent

tely slady15
neey berem,nemusí týt cesla, ule sled, ale nic nevybereme chakrát

protože

bulou delší

u zúpornýíh cyklů
cesová storitost I(m°) naplatí

pamětová střitost D(n3) a ne krychli
Lale sluč núm si pamatord jen 2 malice năn, tedy
k-1 a k malici

Lo stař nám si přepisovat vse v jedné nutic

D4 už prosli

P tady ta to může pokazit, ale
k pouzit slejme nemůtame,

protežeby to byl sledyĸ-1

trot=0..1～：

Po l,j = 1. .- -, n :

Dif < min (Dưj , Déx + Dkg)



Menmální kostry Z
Definice: Minimální kostra = "problém minimáluí

G = (VE) neorientovaný souvisý gret

W: E → IR váhová Juukce, ohodnocení hran

HSG podgref H grafu G

L→ w(H) : = [ w(e) soriet okodwovení hran
podgrefu H grefu Gеє Е(н)

Problém (minimálí hostry grepu):
L→ Hledáme ȚEG s minimálním w(T) , edy

kobru T obsahuje vzedmy vrcholy a má mezi viemi kośty
nejmenší vanu

! Hosta není jednoznačnapředpoklad
L→ Jednoznačná jen pro vichny váhy hran různéw (e) ‡w(e') <→ ete

4 nic se ním тарі.
a odebráním 1 hruny z šesticyklu leeneztretí, nalezneme

jednu z minimálnich
sískeet 6 růených hosterkoster po změnéní

van bran

např. Km má na-h koster



Z roku 1930arníkův algoritmus = hladooý algorilemus"
dnes:
PIMiY / •Primůr /

neformálně : Vyberu si vekol No z grafu G. Podívám se Dijkstiv

na incidentní hrany No a vydere nejlekčí. hladový algoritmus
4 pokuřlé si

v O (mm) , n iteraí po m hranáchAlgoritmus : vydere co nejlepsi
pokričsviní

1. T ← (003, ٥) La má lokly funguje
2. Dokud existují vrcholy mimo T:

uN < hrana s min. w(uv); kdé MEV(T) av& V(t)

4. T≤ T + 1N

5. Vrátíme T.

vstup: Youvislý graf s různými váhami
výstup: minimálí kostra T

Spráonoss

lemma: Algoritmus se po mar. M krocích zastaví a
vydá kostru grafu.

důkuz: v každém kroku přidáme lish, po n krocích

bude graf obsakovat všechny vrcholy
• (Indukci)

V 4-1 kroku jo gref kostrou, tedy i v k-tém
kroku po přidání listu je kostrou



25 Rezové lemma

Vef. Elementárni sez

VIA
s- množina hran mezi chèma mnočinami

vrcholi

kdykolir AsV , pah {abeE/asA ^ b4A} je elementárje elementární

rez meri A a VIA

Rezové lemmo

Lemma: NechtạR je elemenlární žez, eeR je
nilekří hrusa žezu, puk CET.

Dakaz:

Dokazuje správnost
J.a. , protoże vybizí
nejlekč hranu z. ,

elementárniho řezu,

tely všechny hrany
patří cho min. kostry
grafe. A na výstepu

je min. kostre grepu.

Je bedly roven
každé minimálí

KosTe .

Máme elementární řez R, kde e ER a je nejlehčí,
P

VIA

ale e øt, kde T je min. kostre grafu. Pak existuje
cesta mezi vrcholy a a b přes branu f, ale
odebránim hruny f ziskame 2 /komponenty a

pridánim e nalezneme lehří kostru grafu. Tedy
spor s předpokladem, że T je min. kostru grefu. y

Neet e = ab, etT a P:= cesta mezi a,b vT , kde e$P =→

→ ]fEPnR : w($) = w(e) =→ T'=T-f+e je

kostra a W(T) < w(T) , coż je spor s nejlek kastou T

W(T') = w(T) -w(F) +w(e)



Disladky rezoveno lemmatu

O Lemma : Kostra I nalerená J.a. je minimáluí.
Důkaz: (Invariant) : Hrany mezi T azbythem G troií elementární

řez → uv je nejlehčí → uv leží v každé min kastřa ynef

T'je lib. kastra grafu T =→ T ≤T' => T=T' (diky
slejnému poctu hran)

D Lemma: Existuje přávě jedna minimáluí hosta grafu (po růan
Důkaz: Protoże T ≤ każdá min. kostra

3 Lemma: Minimální kostra je vrčena poroní váním nen,
tedę nejákým lineárním usporádáním

Jamik ala Dijkstra J.a. v.2.0.

1. Yv: stav (v) = mimo, h() < Ø ,p(v) ≤ Ø
stav (vo) < soused , T<฿EM

2. Dokud Iv : slav (v) = soused :

v = soused s min. h(v)

Stev (v) & uvnisě

Pokud (0) + Ø, T≤T + p(0)5.

Pro vsechny vv'€ E:

Je-li dav (v) = mimo, stav (v)' = soused aby to byl
h(v) < w (vv) th (vii Dijkstråv alg.
pC~）←ひべ

Je-li stav(v) = soused & h(v) > w(vvi) : h(v')< w(ur")8 .

p (~) < vV'
2 smyły → 0(n2

→ vysvětlení na další streně



pro kuželý vreckol sé pamateje
sous edicé hranu.

p(v) := nejlehč hrana mezi v a T
h (v) : = delku aktioní hrany

Nav(o) - daraný (socied )
nicěný (ostatni)

dozitoNS

v poli → O (n°)
v bin. haldě Q ((n+m) logn)

v Fit. haldou O (nlogn + m)

Borivkův algoritmus (1926)
Vstup: souvisłý gral o unikatními vahami
výstup: minimální kostra T

algoritmus

1. T ← (٧,٥)
2. Dokud T není soristý:

3. Rozložime T ma komponenty souvistosti TaI ..I TK

4. Prokuždý strom Ti nejdeme nejehčí hranu mezi

Ti a zbytkem grafu
5. Prüdáme do T hrany žen,..., ex}

→ důkaz správnosti na desí streně



Inicializae . Y vreholy jaou samostatný strom
1. Påza: Z kazdého vreholu vyberu nejlehčí hranu a tu přölóm

do kostry T paralakí s f.a.

2. - k. Jaze : opahují - "I-

" B.a. najde min. kostru → z řezového lemmatu

* 1 Fuze trvá O (m+m)

• O (m) → pro vichny hrany naleznu mezi kterými stromy vede
• O (n) → merguju stromy

à alg. se zastaví

Lamma: Po k.té fázi mají V stromy alespon 2ạvrchulů"
Dukaz: (Induls)

1）k=0=パム1

2）ト-1→ん

린서

≥ 1+1 = 1 vekol"+ 15 = 24" vzehoků

ô # Sưới = log (n)
O ((n tm) logn)

č Borůvkův algoritmus majde min. kostru v inse



Kruskalův algorismus

4→ vlastně hrany seřulime podle velikosti a postupně přicinóne
hrany a kontrolujeme , zda nevytwoží cyklus

algoritmus

1. Seradime hrany podle vak
2. T= (V, Ø)

3. Pro eEE vzestupnè podle w(e):
4. Pokud Tte acyklický: ] Find (x(y) , kde e -xy

] Union (x.y) , kde e exyT≤ T+e

6. Vrátime T

korektnost

Lemma: K.a. vrútí minimální kostru (z řezového lemmatu)

1) přidáme e

° ½ polle eracho lemma , holy oda home
e lež v různých homponentách, ale
e ja nejlekă mezi T1 a G\T^, pak

ležsí hrung
e je ~ min. kostie

nepeidáme e_

veholy x a y už leží ne stejné /romporant,
přidánim hrany e vznikne cyklus, ale min.
kostra je stom, tedy e neleží v mir. kostie

ٮ5الٮ+ملت مله

O (m. logm) - z rychlejs ho Union-Find probléme



Union Find

Lo datová struklura ke kruskalov gorilmu

Find (xy) : Jsou ve stejné kom ponentě?
Union (x,y) : Pridá hranu x.y .

pomalejši.
Find vrchol si

pamatuje id
• O (hloabka max. kerilku) Komponenty

• budu mít keříky udávajicí historii operací a torkd
Find : O (1)

Uniou : O (4)si pamatuji rodiče

ठ ५.0

• půjdu od x i od y do kořene a pokud je kořen stejný,
pak x, y jsou ve slejné komponentě, jinak ne

Union_
přidám jes sipku na nový kożen

• 5 (hloubka max. kếńku)88 ° . 5 (haubka mai kañku)88:

zrychlení - kořeny si pamateyś hloubku
h(x) =hlowbka kerisu 1 horewem x

• připojím mělčí poc hlubší, pak vznose hloubka o maž.1

ö Henh hloubky h má alespon ại vzcholů
protoże připojením mělčího se hlouska vzrosto o max. 1, ale
počat vrelalů vroste

→ Find : O (logn)• h ≤ log n
Union : 0 (10g m)



Neukury _Latoveatorx.

• abstrakce uložení dal

Lo Maliché = vytrżení , dolazy zele tam je atd
Lo dynamidé = sýpravve proků, přidání, ocebríní

• rozhraní

4 jaký máme přístup k datům, Junkee
• implementace

Lo jek jivn datové struhlury implementovany conitě
4o pole, spojový seznam, bin. (k-reyuláí) hekla,

• pole = obecné postoupnoss
• Fronta, zárobnik

Fronta pole - cyklickyspojorý seznam pole - sloupe

Enquiene б (1) O (1)0 (1)

O (m) 0 (1)0 (1)De quene

Mnozina

U = universum proků
nemi pracovaXSU - podmnožina universa, ledy množina
a usporadáni

(X) = n - velikost množiny
O(n) u ins a

prato é pode
předpoklad, że s proky bre pracoval v O(1) del kvůli

čougání preku
. insert a vyh leclánaieritr e uld in seùsetrilène lepoleseznaem

delete hes.strom trabal

D(n)Find (Member) D(n) I ((og m) o (logm) ⑨（A

pokud aєx, Ð ( n) (n)Insert O(n) Ð(n)D(logn)tuk nic ◎（^）

Delete E (n)Ð (n) ®() @kog m) @(n)
pored a tx, guntah mic Buikt A(nlogn) primen



Usporâdana množina

L0 na universu murí existoval lin. usporádání (u,4)
Lo implemente pomocí vyhlelávaiho stromu nebo

setřidèného pole_

( O (logn) - tury diky
→ operace nevic : • Hin / Hax: • Min / Max4 operace.navic

vyhedáracim smomim
• Pred (x) /Succ (x)

Slovníh

• zjednodušení množiny

• množina dojic { (k, h)} , kde he Un -univerze kochot
k € Uk - univerzu kličů

• Find (Member) (4) → vrué polle kliče

• Inser1 (k,h) → přidá klič 1 hochsto ue
• Delete (k) → ostraní hod notu u kliče

Binární strom
4 strom, co má pevný kořen a rozlisuje levěho a pravého

syha

T(v) : = podstrom vr(v)l(v) .
- R (v)L(U)-

ros : = praveý vekol jsou růené
binární stromy

e(v) : = levý vrcholT(v)

L(v) := T(l(v)) levý podstrom0 → h (v) = 0

R(o) := T(r(v)) praný podaron8 → 4(0)1

h(v) := hlou bha T(vt v hranách

h(Ø) := -1 (hlowbha prázdneho podstromu)
list je definován sak, że nemá syny (jinak v Dibréte, že mé stupeň 1)



Binární vyhledávaci strom
4 na množině musí existovat lineární uspořůlání

(U, =) . Triviálně splnèno pro pořtai.

definice BVS

Vecny veloty muýí mnikátí klič k(v) € U
t: HaEL(v) : /(a) < k(v)

DbER( v) : k (b) > k(v)

inorder prúchol
Show (v) :

if ~ =D: return
vyliskne v poředí, protoże
promí vyliskue vřeehnyShow (l(v))

print (k(w])) mensí, puh větší
show (p(v))

Operce

• Member (x) / Find ()

1) najdu xo xa4(0) masel
x> k(v)x<3 (v)

2) najilu (2) najdu 1 nenažel, vrchol newí v»
menasel , vrchol newí v
stromeà

• Inser (x)
Find (x) :

1) najdu x nic nedelam
o novyxoklos

2) nejdlu ø pridám nóng list s x= k(v)



• Delete (x)

1 x je lisl

a smażu vrchol po naterení Find (x)

D x má 1 syna

→

Ow

4- smazu x a přepojím

hranu do w (navěsím syna)

3 x má 2 дуну

m bude mít O/1 synů a 1o bue vyžeřt
s nejile m = Min (R(x)) a lo přepojín

na místo x . Tedy minimum z

pravého pastroma.

• dity BVS le realizoval všechny operne s
množinami i nepořádanými množinami

boritod vřžech operací je O (hloubka stromu

bse і тахітит

z levího

podstromu

implementace:
nepřepisoval, ale

prepojis
kudli mnoistri det

o degenerovaný strom, složitos l stejná
Jak se seznamem

kromě Show(v)

广

sen máè

@(u) D
vel. mouring

• vyvázené stromy mají h= log (n)

Lo pul mejí všechny operne stořitsd O (lagn)



Dokonale vyvážené bináruí skomy

Kr: L(0)/ - IR(w)| ≤1

Lemma: Dokonale vyváżený strom s n vreloly má
horeku h = logn
Důkaz:

& potore se oba pocstromy liší
31

o max. 1 vrchol , sak jsou led:AД31601} (T60))- 1
• slejné → leu 1 vrchol je köřen

• rưcné → sulí počet vrcholů T(r)en
pluli prokazký vrchol, sedy najdu cestu od köřene k

nejhltořímu listu

a bude logaritmicky smenived , lecly
스쓱 cesla P(vw) = h ≤ 1ogz m

Konstrukce dokonale vyváżeneho BVS z sevříděnó połounat
kich X, < x2 < ... < Xn .

Buitd (i, j):
1. střed → k

2. L(h) ≤ Build (i, 4-1)D.V. BVS pro každý
počet pruhú existuje 3. R(k) c Buill (k+1, j)LÐD.V. BVS vedly existuje a

4. return k
lse ny meriis v④（n）

L Inserd a Delete nejdou lipe než lineárné v O.V.BVS,
sedy dobrá staliká, ale špatnă clynamicá datová smektun



lěta. V každé implementaci O.V. BVS má Inserd nebo → předchozí

Delle stoilot IL (m) pro nekonečné minoho n. Strany

Odkaz :

Pro n=2* -1 je strom jednornačně vien. Tely polskou
15.jou veké nt = =2 - h -1 . kde klice jsau....

shom 2"1
Oro operce Insert a Delete se n vrehotôm zménilo,

zla jsou lisly. Změnilo se 2 (n) ukazatelů. Tedy
casová storitos DL (n).

Inser+ (8)
Delete (1)

AVL stromy _

De Sinice: Hochaě vyražený Nrom = Hv : (h (llo) - K(S)c
AV →vybledávací kloubkově vyváżený srom

PHlady-: °R3P K1-1 AA° °A neni

^~1



Vela: AVL shrom s n veckoly mú kloebhu e(log n)
Dúkaz:

An: = min imálí grožet urcholů pro hloubku h v AVL shonu
celéro stromu

plulí rekurence z definice AlL stromu:

An = 1+ Ans "An2 reba li An = An1+An2
A。 =イ
4,=2

vetkat vode alepon exponencioniluě nz An = (t2)"
Trcení: n = An = (F2')"
Dibaz: (Indukú podle h)

h1→h

An = 10 Au +/02 = 12 + 122 12 (4 1)-2h-18

celj strom → h Ditelek:
roste exponencioníluě pro libovolué c An=CjCotZ'jelen podstrom → 11

lnený , mưže by7
h ≤ log (A+) ≤ log, (n) =→ h€ O (logn)mensí, ale

jen jeeln hladinu → h-2
Bx := marimilui požet vrcholů pero hloubku h

6 3 (= ٤ lera - 14 1dolní odhad

pomoú vone => log (Bk=1) - 1 = h => h = log (n) -1 => ke (leg»)
pro dokonale vyr.

>M

stromy
→h6回（hogm）



Vynażvání AVL stromu - Insed a Deble
musi platid definice AVL stromu

AVL strom cos Kv: (h(l(o)) _ h(r(v)) ≤ 1

→ zaručuje hloubku Q (lagn)

Definice: Znaménko je S(v) := h(r(o)) - h(l(o))
AA →0→ 0

S(v) =
+1

A -+

{A → -

Operue_

1) Rotace hrany xy _
Zachorá

usporádání

"ó lze provest←

v koustæntnim
čase-zmena

koust. pořst u kazet20ugjitá rolace

Zavešení za z

dá se složit z loban

rotace hran 21
nak 1

doprava



Insers → Dedy Find (x) a puk vyvesoránísové o

4o přidám vehol jeho lisl nunísto prench
podstromu, který zpropuyuje nuhom, że se zýśil o 1

Kly se znaméno zmenc
znaménka -

торадція? kloubka 1 , protože pokudnebo
Pokud se zvetší

je jedlen podstrom průzený.hloubku

sak druký je maximamě 1
vichol

BUND přisla lěpady podle znaménka ve vrelotu x <> S(x)3 príva
zleva

(1 S(x) = 0

รอบne:
původní • strom se prokloubil, posilâm

h+2 in formaci nanorunovè stulo h+1

•ale není sřeba nic
reakce

přeorgcenizovávad, protoże
znuménko je validní

(1 S(x) = +

- není třeba nic parílad

(h+L
h+1

) S(x) = -

→ rozděłení případů na další strano

22 / T



s (y) = - není potioba nic posilat, meło
hloubku h+2 a lelịi má
h+ přell změnou

cemenou

h+1 h+2
h+2 hゃ↑

rotace

hrany xY

б(у) = + z existuje,(3b)
holibka re protože vrchol s
nezměnila

+ musí mít

pravé détè

jedna rotave
h+ 1 ht2 nestaří, protožeh+/ h+^

h+2 lený syn x bude
1+1

hil a y tedlg
buce mit ley h a

h+2 prúý h+2
h mebo h-1

dojitá rotace
dvojitá brotaue yz
rotuve

doleva, pak
xz doprova

→ Ml a rocia nastane 1/2б(у) = 0

ohromé počitčiko přípudu listu, tak nikely nekaslave, Deu tehdy
pokud zleva,protože z O se sprêva neposilí, nahore se postu jen z 1 zralouim •
овчеленіт

Inser be provést v cese Oclog n) se znegyí
všechna

• in dementare returei znamenke



připady rozbomů Delete
quodobné

Sim delete vžly konir
rodisi

A- poste nu nové hravè, se seposte zpriva,
Ze se snižila o 1 lisk hloudha snižila o 1Ze se snizila o 1

list

jedno deti } přovést na jelen zDí Lě

předchozich pörpadů

- obecnă: do x přista B.Ú.N.O. zleva zprâva o snižení

hloubky postromu o 1
D S(x) =prijda z

hlubšího hloubku se zmensila, tedy zpropayoved nahoru

KEM I TA/A /A.
L S(x) = 0

A- Zpráve se neposílá
+

hel belha[h[ Sh

(3 S(x) = +na levo sylo měti
a jestè více se

*+2 připuly polle vrchole z
zmelčilo

h h+1



За18@e二+ e hloubka se snízila z
h+2 nu h+1

h+1h+^
hA

rotace xZ

@ (E) = O35) S(z) = O 36 skoro
• nepropaguje stejuēse nukora

со За

h+2

rote xZ

S (₴) = -
A hlocebka se zmvenčila

přelărenime
+2 24 ฿

A složit eh -A h+1l rotace yz , puk

хуー1（hー月（hーA）（h142n-4

u Delede se(h-^) (h-^)（h-^）(h -٨)
miže rotoval

Ačísto 1 " -" znamená to cisto neho
vicknet, vo 1 méně
Insed ne,

sen je jen
drojita rotare 1 priped

Vete: Find Inseed Velele v AVL stromé mú česovou slătest O(logu)



(a,b) -stromy _
Externí vrcholy

L→ pokud unhol nemá syny . sak dostane
externí urcholy

vlastrě mull - pointery
(og, 2 (7,00)

(6,7)(5,8)

Lo jediné listy stromu jsou externí
L→ každý vrchd má právě 2 déti

4 externí vzchdy odpařídají istemalům meci
kliž
→ n vnitěnich vrcholů =→ n+1 extemich vreckolů

Vicecetné ny hledávaćí stromy
k klisi => k+1 détí.

2,5,7

pokud mezi

<2 24x45< 2 L<x<5



To TA Тĸ

To<x< Ta<x2 <T2 <...< xx, CTK

dodefi norad X0 =- 80
1 pak xic TiẠi+1Xx = +00

Definice : (a,b) -shrom pro az 2 ,b=2a-1

je obecný vyhlávać strom
s ext . vrcholy t.ž.: (plelí axiomy)

D Počet dětí mitinch vrcholí leží od a do b → tedy a-1 ač

4) ýpi hin mi prit. cětí : al 1 dob-→ aly 1aib -1 kličủ

→ ujjimha: koren mú počet: letí : od 2 do b
→ tely 1 až

b-1 klicůD Všechny vnější vrcholy leží stejně hluboko
Pikled : (2,3) shrom

w a =2 , pak b = 2.2-1 =9

rozmistení kliči

do vrcholů miže

být hochě8,9

a externí vrcholy



Lemma : (a,b) - shrom s n klici má O(logn) hloubku.

Důkaz:

ukåzat, że počet kliců roste exponencionalně s hloubkou

m zminimá lní # kličů nestromu hloubky h

uvažovat negridsí strom
--1

なーイ h-d

m = 1+ 2 (a-1)2 n1 = pact kha?---人2
2 a-%2 Q-イ

- La

= 1= (a11 {/at =＝/+（a-1）2. ad =222

9-1jro

= 1 = $ec0)2 (a1 1) =2ab1 2ad= 1سطه
a-1

102 c -1

h ≤ logam - konstanta
odhad shora

Mp : = max # kličů ve stromu hloubky h

Mn = bh

h = log bm ‡ konskenta

Find (x)

O(1) času na hladinu - konstantně kličů =→ celkem Ologn)

ale hedul ve vrchoas b klici bze v log b-



psendokól

v pravolei
Insers

→→

s přidá se jako klič do vrcholu
40 potud přědeše , rozdělí se a prostřední klč se
přèsune do rodice

L→ le rodélit i vrchol
nu kuřté hladině konstantui čas =→ O (logn)

Delete

O x není na poslechí kladině

najelu minimem z R(x) a převedlu
na mazání quivochíno nâsledníku
sim, że mahredim nusleduikem

Ologn)

D x ja na posední hladině

Pohrud # klíčů = a-1 =→ hotova

Dokul # kličů = a-2 → potřeba dále řežid

SPATNÈ STRANY, PRESKOC JEDNUE



vyuzijene souseda

souseda-2 kirců

La soused má vie než a-1 klitů > a-1

jeden khi mu seberu

- neostre vöti-
none =a-1 kliền

novè

a-1 hlicu znejlevější podstrom se slue nejpravější
26 soused ma a -1 klčů

4 seberu klič rodiči

4ø pokud podteče olee, tak ujužije svého souseda,
seekhle se může postupně snižit

červeno-černé stromyą
→ vlastuě DVS, ale přetoří se

D háláśní (94)- Vrenu ody to hylo jedechesoperace z (ab) stromů dijalk,→ /sódóvání (2,4) - stromu
vay to hylo jednodušsí

P →一只

一>

一>



Svincll
Hešovací Sabulka

n proli
h:U → [m] hešovací funkce

M přčhatek

# prosteů v pätáche ~
m

- v kačlé přihnůle pumatyu seznan prků
O(1) nebo-di o (delke řeteze) → pro všemy operaceO(1) nebo-li o (délha řetězce) → pro všemy operace

R ~n
Find, Inseet , Deledem

Г
otevrenáotevrená alesu e- adresare

jelen prek v přěhreike
Find → nežele ma přhřüllu a påjdu doleva, než narasimE PA3

ma pornek noboDelete → neke jednøduse, proto pomniček nelo posunpriché

Inarl → nu proní pråzdné
puk přeorganizoval

sabulku za
cas

Chveme mE D (m) , sedy přihnalak napiř, mzm bzu nêt i
Dynamické 10z.:200áni Nabulkg- m = L.u, ale

vyple slynemo = 20

mx =21 • Роті - погол

tahku, keironí1g = 12

Sumsci a přireditkdy potřeba přenešond
1 = 2 /٤٠٨- přihradkyn je nětule hedy

MKニス斤



V poit proli je nelide nec-
pok platí

2h-1 < m = 2* = m ≤ 1m

@芝2）一④（2）-(1 (m)

E (n)

potřebný čus na překeiozísí , taly vláłání

n prutů má česaou stital On

- Vlastně něčo jeko utîkâní peně z, např. 2 genizky
a pek zapluení za picheivámí z kasiky .amortizovaná ‡

primèrná

(neojedo periniạije lo er amortizaná curé saital- je so sev amortizovaná časová steito(nevojeho pramerná,
ale u průmèrnè je
potřebu večlet, přes co Hešovací Funke

de půmě, ye.)
Г - pokud (U|=∞ a | m/ 00 , lal newí problém

nalézi nešvacé funki, co vřcelny poky hodi do
jedné přihnály, sedy degradyje na lineámí časooz
stêchorl

průmérná složitost
Opřes ustupy

D přes vlastní nanochá čisla



Břäkady hesovact Junkeć

O linecérni kongruence

x +→ (ax+b) mocl m

ged (a, m) = 1ged(a, m) =1 ; m poočío; m proočísto

BÓNO b =0 (nezúleo na něm

Q mallipy shiIt
2w

Aw - sívka
h(x) = (axmol 2W)>>（w-ん） stove

a.x

a liché

& vektory
Mo (xa, -, 12.1) € Z je pra proviso p
マ→文で

pro Z€ Zp
skalární součin

a ixi) mal p
1=O

O polynomy jehnatuké, pomaí Homarovo sehéme
ac7pa° xi) mod p

i=0



ty přiklady (4)
na straně svoží

c-univerzálu

sysling fuskí

X system funkcí z U do [ni]
- delimí neghă nâradrě hel J popuíne
- efektioní nykodnaení h pomocí

parametrů

Definice: Yysím dl Funkú z U do [m] je

C-univerzální ( c =1) c→

Hx yeU : xty : Preg (h(x) = h(yl) ≤ in

[m]

jukú je pruskě podobnos, že
2 proky spadlou do jeskć

pri nécky
4o9 pro tipně natreduon by ba tuyo tn , sadre
c-univerzáłu je c-krét horší než pro tíelě
Kahalnon funkci



Lamma: vodt I je c-univerzálí systěm z U do [mi],
- Voi li và .neel X1.... n Ell jsou navzájem různé vožili nž.

do tabuly

у є 2 v té přihráde, klevžily
nedém je cespon ten 1

Ehe& (# i : h(x) = (hy)) ≤ Gn +1 prvoch. Nely yEn cs

JR.

Zi : =3

1 pokud h (xi) = h(y)

[(Zi) = P (h(x:) = h(y)) = { - pro xi=y
Em pro xi + g

E(Z) = {E(Zi) ≤ cm
+\

dituo té
etice: 9 systěm Funkí z Jp do Zn heirvaní Sunke

se skacénim

9: - { hã lầ 6 7p 3 součinem

ha（X）：2.文

Vetu: 9 je 1-univerzální
D2ka2: Ao X,9 ° Zp , X + ỹ

Phox (h(2) = h(g)) = Pả 6 7p (ã.x - ã.ỷ
• prandě podobnost, že núhocký

ズ（xーg）-0 nettor je kalmý ma
nevrý veklos₹+0



BUNO EdL #0BÚNO 21-+0

aizi = - asn td1) = 1
p R p = počet přibrded

÷0
heis

proli pruvoděpalobnad, že se Mefim do
demého prvku a bude lo aphiovad rovnos

Rozdel a pany _

Lo rozdilení na menší podproblímy a sey rehurzioně
řečme dassimi podproblémy, až je dokazeme řesit

Merge Sort

+ (n)~12 ~/2
stévâní↓）

setřilèné. 一>

vzesuy ne
Merge Sort (X,,..., Xm)

1. Pohud n≤1 vrátime X1...., Xm (vstup) ] O(1)

2. a.... , = Merge Sort (xI,..., X g) ] rekurze + OCn)
3.0..•1智←Mlerge Sort （*州…Xm） ②（n）

4. ya.yo←Merge （ar-yQ,i ba.…65a） 5. retum Ye..a



T(n) = 2 t (½) + D(m).
-cm

T (1) = 1

Улот rekurze

počet polpobiömma hladině #velihost pp čas na 1 p.p# PP ius

1 n
CM

m/221

n/442ー

n/zå
5 h= log m1/2h = 1gh= og1 nh-8000 60

a nu kužělé kladině trávime slejný čas

Lb demonely cm lag(n) є xmlogu)
z není "2.", protože se řeši vžily jeu jeden podprobiémPamel®

M(n) = M(2) +四Cm）

M(1)

M(n) = I(n)



n-cifernýk čísel (Karacubůr algoritmus)Násobení

n =1k

x = A107 + BA

Y-C.10当+D
C D

XY= AC.A0W+ （AO +BC）.10袋+BD

T(n) = 4. T(2) + O(n) → T(N) E (n?)

R souéelРе пічовені
nelitatep #pPvelikostep #₽Р čas na hledima

りy

1/2

^.2inizi

4 lay24 = M2h=logam 1

săpusná složitost protožo
norníkuí neokení je n2

Kara cu bậv _

(A+B) ((+0) = AC +AD + BL + BD
4 sakre spocitém AC, DD a (A+B) -(+) - AC-BD, coč
json jen 3 násobeńí, saly :

T(1) =3T(~/2) + Q(M) BÓNO → n=1 Mào

# podprblémů = 3i

velikost podproblému = zi
0.00000 L→ h = logan → na pos kelí hladină

se rehurze zastaničas / 1 pp € O(M/2i)

Cas/telinu c Q (n. So)



TW= E@(N()-O(NE (E)) p g ... g٣٩٠٨م = ١
i50 9-1(→O

a agaptotil, rozął（21+1-1
是一1

ч м. (3) воден = sv. 3 logen

=(1logenoges 1,59

T (n) E 1(n10923)

Kuchařnová veta

BÚNO n= b mècoT(n)=a.T(Mb) +@(n)

i-tá nadina선씀씀

# пр = aiMAAA

velikost pp = 7i Jh = log6 n

cas 11 pp € 0 (52) )

Cas)/A echin E O(a . (ay e

O 9e19<1

o protoże O(1) Né sumy
T(n) E O(m)



9ニイ
(2)

{, qi = h+1 € O (log n)

T(m) c Q(nc. log (n))

9-1 asymptoticky zauselbet
q hed2q= g4 - (a) logem9-1も二〇

= Q (a1086 ") =T(n) E D(AE . в с. Лодьт

= 0(b вда одь м і 0( п вод а

Kuchařková věta ma řešení rekuremí (Masler Sheorem)Jeu shrnutí

Rehurence T(m) = a. T(M/6) + Q(nº)

T(1) = T(0) = 1
Ro aEN+, b>1 , c=0
Má řěšení

O T (n) € O(nc)
pro q<1

(1 T(m) E 1 (n loạn) pro q =1 kle q = a
(3 T(m) € 0( n 10у6а) pro q>1



Outraz:

Pro n - b neo (hohovo) - nu přacchrich shawach

det. X, x+ ... jako zeatraukení na nejbližší mocninub (nakon (dolů)
MEMEM+ →. lakie akymptoliky se nezměni

T(n) ET(n) ET(nt) =b pord vynasobim řešení
hons ken lou

T(л) x T(n+)

=→ T(m) ~

i netit n metení potime a dicar
Pro nz snumé algoritmy

- #prc héni
9 T (m)aly.

nloyn2Mergesort

1,5 nlд23Karacubůr 2

пова 4 2 1 2 110ц," - л?n log2" = n?naivn/ 4
násobení

cy heini 1 2 O 1 dog n
bir.

8 2 2 2 no928 =13
nivní

násobení
matic

otevřan7. 2 2 ₴ m leyt = 2,908 & otevitenStressen



Hrusenív algoritmus - mulcovć nárobení
(CB) (RS) = (AP +BR AQ+05

CP + OR LQ +DS

1 sorăn malic nxn na 8 sounů mutic (2) x(2),

což nepomůže , cele be velělal z součiny

K-tý nejmensí pruck = Quicksele
[rozdělení na 3 části podle ucíhochéko pivotu

.5 ا
=p

1≤K=M

Duich he (x a 4 )..ukoncovacé
podminta 1. zvolíme pivota pe {x1.... n}rekurze

2.L- { xi|xi<p}
posloupnosti

S←= { xil xi = p?nhultimnozin

oples í ulo P← { xil xi ›x}
3. Pokud k = ILI :

vnútím QS( L,k)
Jinak jerli k = /L|+S| :

vrátim 1

Jinak :
wétime QS(P, k- ILI -(S))



Připrdy :

O P je medián

4, 1P6% p nadevaní nu skupiny

pal qlulé T(n) = T(2) + O(n)

парі.а = 1

b -2 O(n 1), kle
T(n) E Ð(n)C=1

C=1 , Nedy c je
9-分く1 exponentè

kolik stojr
rozdelení

-P je M2 . МілітитL) - де (ниптин

I4)=0, (S)=1,1P) = M-1

T(n) = T (n-1) + A(n)

L→ T(M) E O(n→)→ T(n) E O(n) - o nejhorsím případě- v nejhorsím případě

e_ skoromedián(3 p- de.
→ vždy alespoň 4 zahodime

T(n) = T(}n) + Ð(n)shoros ron
meeliám

→ T(n) € D(n)
2

Lø polo náhochě naručit, aby průměrní česovzí stoitol

byla Q(n)



Prvolěpodobnostuí algoritmus na hledání skoromeelinu.
- néhalně volime proky dokud nenajlame skoro radkśn,

COż ovèříme tím, že si ytořime L, S,P

- průchod smyihy trvá O(m) , sakže kolik v primên je

potřeba pokusů, než se trefime do skoromediánu

4→ prentipodobnost naluzaú skoronediánu je ż

Lemma (o d Ebénu)

E [*pohusã do 1. spešného] = 1
nastane 1

preděpodo hnatí pe

EL# pohuså ] ≤2

E (cas. slozitosti) E H(n)

Quicksekect → néhalnou volbo pivoda

M=NA,N2 （N3, NA.！...
konec epachy ,ybrali jsme skoro medián

E (# pokusů v epose) = L

Ni Mia Na Ni
≤Ni → E (cas nu epochu) E O(Ni)



L < p S -P P -P

pirot p

pokud k ≤ ILI : rekurzivné zavolal na (L,4)
IL/L ≤/L| +/kl: vrátime pivota p

IL) +|51 < K : rekurzivuě (P, K {LI -1S1)

Slozitost : nejhure

nejlépe

průmēr

A（m2）

H (m)

D(m) pro nanocuou vobu pivota

m/5

Select (X1,..., xm ,k) :

1. Pokud n ≤ 5 , dořesíme hrubou silou
2. Rordèlíme x na pétice P1, ...I t0

3. Pro i= 1,..., t : m € Medián (Pi)

4. p = Select (m1..... me, [ 42])
5. Rozdèlime X na LIS,P podle p
6. Pohud K ≤ 141 : vrátime sectect (L, k)

jineh pro K≤ /LI +|S) vrétimé p
jinced vrátime Seleet (P, k -ILI-SI)

D prosté
doplnim pruky.
co neoviní viter

mí lineárí
složitoss



n 110 sloupci

2P

meni NL

Os ỘxO≤Ộ5Õ≤0≤0 cspoù so n pevků

=기니스름~ald.

1/10
sloupci

neni Pmen

aspon žon praků
=> |P음~ n/5 néticvolání na

mediany petic

T(n) = T(fn) + T (zon) + Q(n)

geometriché
sonietrady→M

velikost→→ ỗm+
10 M름씨 problému

klesá49

Bào n tàn exponencialne100100

Do M

H(m)



QuickSort (x1,..., Xu) :

1. Poked n=1 : vrat x1

2. PEpivot

3. Rozdel nu 4S, P

4. vrat quicksont (L) + S+ quicksort (P)

●



Dynamické programování
58) Nejdelí rostoucí polpostoupnost

→ posloupnost → celá čila
→ pocos lou pnod → po vyškrtání proků, tak zbylí

satkovají pořadí

Vstup: X1 .... ,Xn E H
Formulace

problémi

k maximáluí možné

rekurzioní riešení
s časovou složitosí

G (2)

→ shousení vsech

możných pokračrán

obecný
srih

Příklud

3 14 15 92 65 35 89 79 32 38 46 26 43

Tludorý algoritmus nefunguje (pokud nehledám zrovna
minimáluí kostru. 1

NRP( i) :
Pokud T[i] +Ø : Vrat TLi]
dE1

pro j=it1, ..., n:
Pokud ( ej> ri) :

T[ik-d
d ≤ max (NRP (j) +1, d)

VratỊạỊi d

→ m voláni a každý
Ö(n) času, redy

@(n°) času celkové

po cachovaní

_ aby bylo jasné, kle seřet , tak přislîm nu sažitek - co
ce suvolám NRP(O) - 1



Iterationí řašení → vlastně postupuji oeradu 2 Jor cykly

Pro i=m, n-1, ....1 :
→ zuse časorrí

T[i]< 1 slozitost
PLi] < Ø

((n°), protre
pro j= it1, ..., n : 2 for cykly,

Pokud (xj =xi) a (T[j]+1 > T[i]): cele mizù

posloupnost iT[i] < TLj] +1
vypsatP[i]<j
P[iJ vzcly obsahuje

index Másteduyścí ho prkn
Greforý nohled

V-E0,n}: (is) EEG(5 (icg) 1 (xi2x)

14 15 92 65 35 89 79 32 38 46 26 43-00 314 15 92 65 35 89 79 32 38 46 26 43 4ad.

Hledání nejdelši cesty v greyu ( - so leží nu nejclelší castě)

→ v DAGu bze nelézt incluku podle topologickeho
→ vletné senuspořáclání

semý algoritmus
co nahore



59) Editační vzdâlenost retězců

stiske
boule> boule = этёпи 1 зниĸи

koule kcloute = votení 1 znuku Ezv. editeční
kule = smazní 1 znaku

v retèzci

výpoże edikční vzdalenosti
La kolik minimálně slučí překlępů, alyok z jeelnoho

slava nyrobil jiné - editečnich opereni
Levenshleinare

Def: Editační vzdalenost řetězců X1,..., Xn avzclcélenoss

gh..iym de

min. # celituních operaí, hteré z x udělaji y

→ prolo se suučí L(x, y)

- chová se jeko vzdálenost (operace nezpåtel clostemumetrika na →→

množině vseek půvochí řetěze), platí Nrojüheluková nerovnost
redezců

Co se déje nalevo? mám 2 relizce [xa
Y1 yn

1) mic : pro x,= Y1 L (x,y)= L (x[2:], y[2:])

2) zmēna x, ma y, L (x,y) = 1+ L (x[2:], y [2:])
3) почені ул

L (xy) = 1+ L (x , y [2:])
4) smazání xa L (xy) = 1+ L (x[2], y)



4- sole poitá L (x [i], [ji])Edit (i,j) : 4 solle počítá L (x[i:], y[j:])
Pokud i= n : vratime m-j+1

vlozit bývajic
Znehy y

Pokud j= m : vrátime M- i+1 smuzut bývajicé4

Je-i L(ig) +@ :vratime L(i,1) Encehy +
Z < Edit (i+1, j+1) + (1 pokud xi + y;) zmèna/nic

V < Edit ( i , j+1) +1 Vlożení

S = Edit (it1, j) +1 Smazání
vrátime → min (z, s,v) D cachování

Ley] - přiřadim, než vrätim proto se hodí
poiet možných . i = m+1

• j = mu^ } počet různých vodéní O (m.m) cachování

→ s cachovánim složitost O (n.m)

40 Zre řesel jako klelíní nejkratší castęv DAGu

vrcholy grafu reprerentejí slav
(is®

od (1,1) do (n+1, m+1) odpovidáVi+1

posloupnosti editěních operuí

→ vlożeni z y

J smazúní z x
сена 1

y : zmèna xi dyi

3 cena O> Xi =xj

Pro i = m,m-1, ..., 1:
Pro j= m, m-1, ..., 1:

LEAS] = min (L[iHA, JH] +81 pohud xing 1
L [i, j+1] +1 ,
L[et, j] +1)



61)Prinip dynamického programování

4→ rozbilení na menší podproblémy = stevy

4→ puk míme graf, co řěká, kłený polpoblám
potřebuje nýdaly kterých podroblímů

→ lenkle graf bude DAG a lee resid
topologickým uspořéčláním


