
Pojmy a tvrzení požadovaná u zkoušky z MA1 (LS 2025/26)

• Pojmy. U následujících pojmů byste měli umět zformulovat definici a na jednoduchém příkladu
ukázat, že té definici rozumíte:

2

Základní číselné obory (N, Z, Q, neformální definice R pomocí číselných rozvojů); Porovnávání

(shora/zdola) omezená množina, supremum, infimum, maxirum, minimum? Metrika a metricez,
mohutnosti množin, spočetná množina. Pojmy definované pro podmnožiny

prostor, trojúhelníková nerovnost. Posloupnosti reálných čísel, jejich omezenost, monotoniě, limita
posloupností, vlastní a nevlastní limita, konvergentní posloupnost. Rozšířená reálná čísla R* a ope-

cove skom Okol bodn včetně onod nevlast, ich bo dup tor a tee re etol. isere tady a jedie-
konvergence, posloupnost částečných součtů. Funkce: jejich definiční obor a obor hodnot, prostá
funkce, (shora/zdola) omezená funkce, monotonie funkcí, inverzní funkce. Exponenciální funkce,

přirozený logaritmus, funkce sin a cos, obecná mocnina x". Limita funkce, jednostranná limita,

اهل
→ limita a

datér jsou

taky
definorcing

prometo

funkce. Verivace vysich tádi. Konvexita/konkåmast funkce, ryzí konvexita/konkávngle veng fin-
polynom a Taylorova řada. Značení f(x) = o(g(x)) a f(x) = O(g(x)) pro x → A.
terval, primitivní fypkce. Newtonův integrál, Riemannův integrál, dělępí intervalu, horní a dolni
Riemannovy sumy, horní a dolní Riemannův integrál. Zjemnění dělení. Výpočet objemu a povrchu

rotačních těles, yýpočet plošného obsahu rovinných oblastí omezených grafy dvou funkcí, křivka a
její délka.

Tvrzení. U následujících tvrzení se očekává, že je budete umět zformulovat. U tvrzení označených
hvězdičkou se očekává, že je budete umět i dokázat.

- 1 • Množina Q je spočetná
- 2 • *Množina R je nespočetná

- 3 • Cantorova-Bernsteinova věta o mohutnostech množin

4 • Vlastnost suprema pro R -

- $ • *Jednoznačnost limity posloupnosti

( • *Existence limity monotónní posloupnosti -

- 1 • Aritmetika limit
9 • *Věta o limitě a uspořádání -

9 • Věta o dvou policajtech pro posloupnosti
- 10 • *Ekvivalence dvou definic hromadného bodu (jako limity podposloupnosti a jako bodu, jehož

všechna okolí obsahují nekonečně mnoho prvkü posloupnosti)

- 41 • *Existence monotónní podposloupnosti

- 12 • *Bolzanova-Weierstrassova věta

- 43 • Posloupnost má limitu, právě když má jediný hromadný bod

- 14 • Existence lim sup a lim inf
- 45 • *Nutná podmínka pro konvergenci řady

- 16 • *Konvergence geometrické řady v závislosti na hodnotě kvocientu

- 12 • Vlastnosti exponenciální funkce

-49 • *Jednoznačnost limity funkce
- 19 • *Heineho věta o ekvivalentní definici limity funkce -

- 20 • Aritmetika limit funkcí
- 21 • Souvislost limity funkce a uspořádání -

- 22 • Existence jednostranných limit monotónní funkce .



- 13 • Věta o dvou policajtech pro funkce
- 24 • Věta o limitě složené funkce •

• 25 • *Bolzanova věta o nulovém bodu spojité funkce

26 • *Nabývání obecných mezihodnot pro spojité funkce = Darhowxova vlastuost -
2+ • Spojitá funkce zobrazí interval na interval •

8 • Nabývání extrémů ("princip maxima") pro spojité funkce

29 • Uzavřenost spojitých funkcí na součet, součin, podíl, složení funkcí -
0 • Prostá spojitá funkce na intervalu je ryze monotónní a její inverzní funkce je také spojitá -

- 34 • *Spojitost diferencovatelné funkce

- 32 • Aritmetika (vlastních) derivací

- 33 • Vzorečky pro derivace základních funkcí: sin, cos, In, exp, æ°
- 34 • Věta o derivaci složené funkce

- 35 • Věta o derivaci inverzní funkce -

- 36 • L'Hospitalovo pravidlo

- 37 • *Jednostranná derivace jako limita oboustranné derivace -

- 38 • *Souvislost mezi jednostrannými a oboustrannými derivacemi a lokálními extrémyạ
- 31 • *Rolleova věta

- 40 • *Lagrangeova věta o střední hodnotě -

- 4 1 • *Souvislost znaménka derivace a monotonie na intervalu -

- 42 • *Souvislost mezi konvexitou, monotonií první derivace a znaménkem druhé derivace

- 43 Charakterizace Taylorova polynomu pomocí vztahu f(x) - T(z) = o((x - 4)")
- 44 • *(Ne)jednoznačnost primitivní funkce na intervalu
- 45 • *Spojitost primitivní funkce

- 4 6 • *Funkce, jejíž jednostranná limita se liší od funkční hodnoty, nemá primitivní funkci -

- 47 • *Výpočet primitivní funkce pomocí metody per partes
- 4g • *Výpočet primitivní funkce pomocí substituce -

- 49 • Metoda per partes pro Newtonuv integrál

- So • Substituční metoda pro Newtonův integrál

51 • *Odhady částečných součtů řad pomocí integrálu -
- 52 • *Integrální kritérium konvergence řad

- 9 • *Konvergence řad tvaru Zn≥1 n° v závislosti na a -
- 54 • *Souvislost mezi zjemněním intervalu a hodnotami Riemannových sum

- $ • *Nerovnost mezi horním a dolním Riemannovým integrálem

-5 • *Neexistence Riemannova integrálu pro neomezené funkce -

- 57 • *Kritérium riemannovské integrovatelnosti -

- 59 • *Riemannovská integrovatelnost monotónních funkcí

- 5§ • Riemannovská integrovatelnost spojitých funkcí
- 66 • První "základní věta analýzy"

- 64 • *Druhá "základní věta analýzy"
（

Kromě výše uvedených tvrzení a pojmů se u zkoušky můžete setkat i s počítacími nebo teoretickými

přiklady.
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Orerký integral
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1) Základní čiselné obory (N, Z, Q , neformální
definice R pomoć čiselných rozvojů).

přirozená N = 41, 2,3,4 , ... 3)

No = N U ≤03

celu

racionálí

=2.-2、-1、0、へ、2..7

Q = { ikE7, MEIN }

Množina realných čsel R je tořena vsemi

desetinnými rozvoji

tm,d, de d...

kde • MEIN U {0}

• di € 20,1,..., 9} pro i €/N
• I je + nebo -

jeclo reâlué čislo můžè mít více deselinných rozvojů,
mapP. +0.00 ... = -0,00... ndo 5,00 = 4,99...

2) Poranévâní mohutnosti množin

Miny A a B mují stejnou mohutnost (A) = /Bl I
pråvě kdyż existuje bijeke z A do B

A)<|B| <→ existuje prostá funkce z A do 8
autorova Bernsteinan e((A1 ≤(B) ^ IB)≤1A1 <=> /A1 =1B1)



3) Spočetná množina пері. 7

O, - 1,1, -2,2,...
Mnozina A je spočetné cas /Al≤ NV/ , nebo-li

ald.

existuje prosté zobrazení do přirozenich čișel kažlá konečni
minorinu зе

Spočetna

4) Pojmy definované pro podmno ziny IR

* nemusíhorníhorní mezmez
být z A !

množiny A je libvokvé xeR takové , že VyEA: Y ≤X
R tedy kurdeR từ hi ni ndoluń met_

ZER vetsí než x
množiny A je lidaoué xER takove, žè Vy≤A: x ≤Y je telky homí maz

R obdobnè pro A

množina c→ má nějakou horní mezShora omezená dolní mez

zdola omezenć mnozinu (es má nějakon dotí mez
mnvžina C=) je omezená shora i zloleOmezení

тахітит

mnočiny A je XEA a x je homí mezA
maxA =x

тінітит

mnoziny A je YEA a y ję dolní mez A minA=y
yoku má A

supremum maximum, tak je i
suprenun

množiny A je sER, prokteré platí, že je nejmeníí horní mez A
supA = A

pokud má A
minimum, tak jeinfimum i infinum

mnoziny A je tER po leró plti e je nejiti bí me ''mnożiny A je tER, pro které plutí, że je nejretä dolní mez A
inf A = t



5) Metrika a metricý_ prostor

Hebrichý prostor (M,d) , kde M je libovolná množinu a
d je funke d: MxM → R , tal splinje

(I) Vx,yEM : d(x,y) =0I) xyeM: d(ey) =0 (a d(ry)=0 6→ x=у )nuzápornost
( a d(xy) =0 G→ x=y)

Yx, y cM . d(x.y) = d(y, x) (symetie)

VxyizEM: d(r, y) + d(y,z) = d(x,z) (trojítelíhoné
vernost

pro množnu R jak plalí dCx,y) = (x-y) pro x, yER

→ první cvě splirjí logicky a třeti tahy, ale potichu
dokázat , nebo-li l a +b) = lal + Ibl pro a,bE/R

6) Posloupnosti reálných čvel -omezenost a monotonie

Posloupnost (an) nos nebo-li (an) ≤ M je Mobrození

z IN do M

shone omezení. Pokud existujo MER takové, že An tM
pro všechna nEIN

zelola omezení Pohul existuje. MelR tahové, že an =M pro
monotónní všechna MEN

Potud je neklerejic omezená Pokud je (an) omezená shora i zelola
nebo neroștouu

rostouú Pokud an <antA 140 všechnu nEN
• (skubê rostoun) neklesaji Pohud am≤anu1 Pro vjelma neN

an' antA pro vieda nE/Nklesajicí Pokul
neklesajicí Pokud an zanti pro ksechun nENan = an+1 pro bechua nENneklesajicí Pokud(slabě klesaiizů)



7) Limite postou prosi - vlastuí i nevlastní- Vlastuí i nevlastií7) Limite postou prosti

Vlastni limita → komerguje lim an = A→ komerguje lim an = A mabo (un) → Amelo (un) → A
1→00

kle A ER

s neleo v okolilim am = A > VESO: IM ENN: ImE/N: M=4o: | an-A| <E
anE U (A, E)

Neolushú limita

lim an = +∞0 <=> YKER :}MoElN : tMel :mzno : am=K
M-200

lin ån =-00 (a→ HKcR IndN: ueN iz i an c K keb pharaolim an = -00 <=> YKER : ]motN:tueN:Mzno : an <K každá posloupnost,
comá limitê tosn->∞

je shora neomezen

8) Konvergentni posloupnost opaimè meplalí:

...,01,0,2,0,3,0pokul má posteumsl vlastní limitu, tak konverguje
k AElR. kle A je limita (an) (an) → A

9l Rozsírení reálué čisla R* a operace s nimi

R* = RO}-00, +005

（ HXER： -00CX<+00

GKxER*：×#-80：x+（+00）=（00） +X- +80

：X#+8：x+（-8） =（《）+x= -∞0VxER*

① HXERR：X20:x.（420）=（+00）・X=+09 X-（00）-（-00）-X=-80

VRER* : XCO : x. (+00) =(+00) •x =-00 α x・（-｛）=（-2）.A=+80

= O+0 -8

②はgGR*：Xーyーメ+（小出
四Yx.y6B*：当二x（金）



nedefinovené mýrezy9)

- pohrivovrín

（+8）+（-60）

（8）+（+00）

（400）-（+00）

（～）-（-00）

•・（土0o）

00).0+ )

I 00

+00

ž pro xER*

- disteelel

Lødíky rozšíření ma R* mú kuřdé pachumožina R i R*
horní mez + ∞ a dolní mez -s0, leely vřecny mnożin

mají supremum i infimun

- včetně oholí nevlustních, prstenoé, jalnatame10) Okolí boclu
prstenon

PO xER a {E (O) Ma) (ubo-li E=0) je
oholí bochu* o

oholí U (x, E) = (x- {; x+ €)ー>

poloméru E

okdí nevlastnich bochů + 00

Pro E=0 , sedly € € (0,00)

（L（+001E）=（金（+00）

M (-00 ; E) = (-00; - E)
Novic plulí: • Pro AER* a O4 E1 ( E2 ( + 00 plutí U(A,6) G2(A8)

• Pro ABER*:A+B J Ec(O;+00) : UL(A, E) ^ U (B,E) = Ø



Prstemavé oholí

Nell EsO a AER_

O Prstenové choli balu A je P(A,E) = (A-E,A) ULA, A+C) = U(A,E) \ A

O Levé prstenové cholí balu A je P. (A,c) = (A-E.A
De jednostranní

Prové prstenové shodí bodlu A je P*(A,E) = (A, Ate) nehoneien
se neelefinnýi

11) Podpostenpuost , hromeohý boel, limes superior a
limes inferior

Podpostoupnost (tn) postouprosti (An) je pokere

existuje roslouí funke J:N → IN laková, že traN plutí

bn = afin) a priklal:

（）8-1.115क) 00
n=Я 71214i-

F pokud má (an) sL , tak i kužilé posposoupnost (an) má beho
je podposloupke

limitu. J

(n) m नीटो डे ं-.
~ bodHromadny protoie funke

f(n) = 2~
Nevt (an) je posloupnost reálných čnel. Pak rozšiřené
reálné čsto HeR* je hromadným bodem (an) pokud
je limitou néjeté noclpostoupnosti (an). s herčlá posloupnost

má nề jahý homeolng

Množina všech hrome chuých bolů je 2 (an). dac a

poled má jading
hromadný bod,
tale je e limitou

(an)



Nell (an) je postoupnol a H(an) je jají množine

hromadných bochů

Limes superin je největśí prvek H(an) nebo- li
lim sup an = sup X (cn)
- - _ 1→00

Limes iyferior je nejmensí prvek Je (an) nebo-li
lim ing an = euf H (an)

M→00

12) Čiselné řady a jęjick komargeme a posloupnost
čusteinch souti

nebo a, tazt...Z anNekoneční řadu raúlnýh čísel je
M=1

ciskiny soniel sn je sonied proních n členů

D/ an je Sm = d1 t42t.- tamMo ٤٠
M=1

(Sm) je posloupnosd částečných socitůale uzávorkováním
konverguje

Vokuch lim Sn E PR (tecly vlustu) , peke je řaelcei L rüznym
soutir

S」（ーリチニハーイーイーイ.
KonvergentniMz0

nemá souist, potăte
radageometrickú !lim (Sm) neexistuje

2. q = 1+ q+g +9 . ede geląśM-00

#"Sm) = ٤٨,٥,٨,٥٠٠٠٠ )

1=a pro (9)<1
こ

+00 pro q=1
nelze mēnit

potudí libovolnă meexistuje pro q ≤ -1

Sm=1+9+92+..+oh-イ=ダm-1 3 pro q + 1



12) Funkce - definiční obor, obor hachot, prostá funke,
(shorelzlola) omezená

Funke J: A → B je binární relaue, co kužilému

proku xet přizdí právé jelen prvek yEl HxcA. ]! ycB: 49y

Măinu A je definiční obor Junke j

Množina { f(x) | xEA} je obor holusr Jenke f = Imy) [B

Fuhkie f: A → B je prostá prévé kolyž pro dvě různé

x1, x2 EM : f(x1) + j (x2)
= Vx, x2 EM:K,+×2

=→ J (x1) 7 1 (x2)

Nelli J:A -→R a M≤A je podmnozina definičino овочи
1 je :

I shora omezená nu mnoine M pohud existje keRtalove, ze
FxeM : x<K

zelola omezená nu množině M pokul eristuje KER talar, żě
VxEM : x > K

omezení pohud je omezená shoa i zlola



13) Funke - monotonie funku

Nell' M je palmnăžinu MEA definičního obory

funkce J:^ →В

© rostoui na murině M : Vx,y6H: X<Y => j() «fly.

neklesajíć ma M : Y x, ycM: x<y => f(x) ≤ f(y) slabè vostoná

Blesegii na M : Vx, yEM: x<y =→ J(x) = J(y)

nerosbouí na M: Vx. yeM: x<y => f(x) = f(y) skube klesaji •

monotónní na M pokud je nelesąić nebo nerostoucí naM

(D periodicháć s peřickou p.c (O, +00), když pro kaidé xEA oholí, že
i x+K €1 a 1() = f(x+p)

ponud explicitné
nezminíme

[funte fle) =x je neomezení shora i Blola, ue postapností moünu, myst's
cehý 0f

nelze .
J

14) Inverzní funkce

Necht MER a J:M →R je prostá funkce, kak

89-finverzní funke k junki f je

g: Im (y) →M , pro které pháé g (g) = x (→ f (x)= y
Funkce f() = x3 jepratá na [0, t00) a její inverzní funkce je

(x : [0, t00) → [0, +∞0).
Junke Jex) =xº je prosté mu (-00, 0] a její inverení jě -txl:[O; +00) → (-00;0]



15) Exponenionáluí Jenkie

exK (x) : = =/+x
M!

M= 0

Konverguje pro kuždé xER, tedy je vsude definována
a be ochoukul , že •exp (0) =1

• exp (x) = 1 pro x=0

• rostoucí ma [0, +00)

- puh rozsizení i na (-∞0:0] pledé 2 této věty:

Pro Vx, yER : exp(x +y) = exp( x) • exp(y)

Vlustnosli exp. Junkee:

(1) exp(-x) = exp(x)

D exp(x) 6 (0,1) pro x <0

II) exp (x) je rostouí Ma Robor hodust
\>

exp(x) je prostá na R（国je (0, +00)

exp（^）= 2,3182818..

D Eulerono cislo

exp(x) = lim (1+ ž)m280_-

La chulší definice



z vety

expi) exp(y) =
exp(=+y)

16) Přirozený log aritmus

protože je exponenciáłní junke protlá, tak má

inverzní funkci, ledy přürzení logaritenus
Def obor en je (0, +00) a obor hodnot je R

plalí lụ (x.y) = la(x) + lu (y)

pitelnd

b4 = exp (4lenb)ą=ą

ex p( ln b + lubaluh+lab)
= exp (lub). exp (lub) expllb)-exp(lnb)=
＝56.46-6=64

17) Umocnování obemých reálných čísel

Pro b € (0,+00) a x ElR se definuje

b* jako exp (x ln b)

3 робриу: • 3 =1 → 6*= b*=1

• bE(0,1) → klesajicí

• b € (1, +00) → rostoucí

T logaritmus o zakladu b logs* = lu x
lu b pro

be(0,1) U (1+00) a xER platí b*= exp (x lub) a

inverzní je logox



18) Funkce sinus a cosinus

（一1）^_2m+イ =メ-兴+sin x = =メー
(2m+1) ! 3！

M= 0

(-1) x 2n
tの٨- ٦ =COs x = +

4.(2m) ! 6！
M=0

obě řady konvergují pro libovolné xER
F definazné pomoí soutu mocnimé resly , obecně

anxn 5 analy tiché
Juntee



19) Limita Junke - jechostzanná, vlastní, nevlas

elvinalente Funke J má v balě AcR* linilu LER*, kelyě
YE>0 : 35=0 :

f(O(A, S)) ≤ U (L,E) lim 14)= L (→ VE>0: 38=0: Vx€ P(A,S) : f(x) < U(L,€)

- Junke 1 nausí být aní v bodě A definovaná

Jednostranné limite
zpreva

lim d4)=[«→Hes0: 3830: KE 8"As): f(x) U(L,€)

II zleva

lim f(x) = Lc=> /| Hx€P (A,8):/I-
X→A-

jechostranmé limity v nevlastnick babek neclefinnjeme

ا ة =- (لٮ1ن= )ل Lim د) d0) = L سٮ+



20) Ypoitost a jechostranná spojitost Junkee

Enka f je v bodě AER spojitá, poled

lim S(x) = f(A)
X>A

Junke je v bolě AER spojité spreva pohud

lim f(x) = J(A)
xしA

a spojitá sleve pokud

& def. obor 1
musí obsahovat

A i nějaké
Okolí'

lim s(x) = f(A)
x→A-

• Funkce f je spojitá v bodé A ER > je spojitáv v A zleva i zprava

neho

·20:]8=0: Yxé R :/x-A1 <8 => /f(x) - J(Al/< E

Riamannova

junke

4→ přikleel, hodu
je spoji test tezsí

vyresit a
nelze
ochouhut z

grafu



2) Interval, netriniátú interval, unitiní ce krajní bod.

Spojitost Jenkie na intervalu

Interval I SR je tahoní mnoina, že pro 3

libovohé čísta x, y,ZER: x cy<Z , Nak pokeed
x a z náliếí I, Nak i y náleží I

Interval je netriviální polud obsahujo alespori

2 lødy, (sudž nekonečně mnoko bodů)

krajní bod je nejmenší / největsi prvek ližíć v
intervalu I • praný = nejvetší

• lený = nejmenší

vnitřní bod I je bod, co neuí krejní

Spojitost na intervalu

Nechl MER a f: M →R a mechl I≤M je
netriviálni interval, puh funke 1 je spojitá na

intervela I (= f je spojitá v karilém vnitmím balět

a jalustrenně spojitá v krajnick balech I
Lo levý/krejní bod (spojitá zprava)

40 prený krajní hoc ( spyštá złova)



2?) Extrémy junkí - lokálí, glotáłí, ostré a neoské

Necli MER a f.:M → R .
Funkee 1 v hodlě AEM malývá (na množně M).

1 тахіти khyē VXEH : f(x) ≤ j (A)
(I ostrêno muxima klyž Vxc/ )§A3 : f(x) < J(A)

(I lokálíko maxima klyž IS=0: KxEM. U(A, S) : f(x) ≤ f(A)

ostréno lohálího maxima klyå JS s0: KeM 2 (1,8):1(x) < f(A)

e teds na l

( globálu
Da prostè lokálně

obdobně : minimum, ostré minimum, lokáluí minimum a
ostré lokální minimum

extrém = lokáluí minimum nebo lohátuí maximum

Netriviålní interval je kompaktní pokud obsahuje

oba své krajní body, tedy [A,B] pro A,BER



preznuiení →
x- A =h

1 (A) nemusí
existovad

(f(A) X=A
Eu slozitèjsich

LÝzů

D)erivace Junke - vleteń, nulustnć , jackotkam
a difuren cavaleluá fenke

Derivace fenke f v bodé A je limita

J (A) := lim
F(x) - F(A)

X→A ×-A

nebo

J (A): = limF(A+h) - S(A)
h→0

jednostranná derivace • zprava f(A)
• zleva 1 (A)

jen zmena:

* → A ‡
h → 0‡

Pokud . J'(A) ER , pul 1 mú v bodě A vlastní derivaci
• J'(A) {-00; 100}, pel 1 mé vo belě A nevkustuí derne: derivaci

Pokud má f v balě A vlastní cleriveci, sak je fv
bode A diferancalen

((A) existuje (→ f" (A) = 1 + (A)



24) Derivaue vyssich rächi

Needt J je Jenkce ; mENo i mecht AER.

Derivace mtého řáčtu Jemke f v bodě A sebo
n-tá derivue f v bodě A je JeN (A)
• j(o) (A) = F(A)

Aro n = 1 platé :

f(m A)=lim
IM(Ath) - JA-N (A)

h→0

Značení f(^) = j'
f (2) = g"1

((3) = (' , dále už nepřeklené

s pro uvčaní
houkivnoshi;

homerity…

k existenci derivace

1 - tého rícu
musí existovat

derivace n-1 raîlu,

resmettiva O ci
n- 1 ráchu



25) Konvexita a konteá vnoss funkce

Neshl I je intenal a 1: I → R je

konvexní pokud pro VA, x, BEI : A<xcb :• konvexní
FẠỊiẠiO←

Hx) ≤ J(A) + (x-A) F(B) - }(A)B-A

• ryze konvexní

- předckozí neronąt ostré

• Lonkionéf"CO ←

S(x) = S(A) + (x-A) F(B) - S(A)B-A

• ryze konkávní

- předozí nerovnosd ostrá



26) Taylorio polnom a Taylorova reda

- nejlepší polynomická aprozimaee Jemke v ohode
konkrétního bodu

Dokud má f v AER vlastní derivaci , tak má gref 1

v balè A tečnu ((x) - J(A) + J'(A) (x-A)

E(x) je pake nejlepší ceproximue a plutí pro ni

lim S(x) - ((x) = 0
Я→A (x_A)n

pro polynomy vyššího stupně, meyri. n → pak Taylorůr polynom

Tayloriv polynom

Necht' AER, nENo a J definarmů na oholí'
A a N A spojitá a má v A vlastuí n-tou
derivaci f(n) (A) ER

kylovv polymom radu n Junke f va bodě A je.
THA (x) = (×-Д)і

E-ten taktoncél s/
nasobnou farina

0°-1

- po тоснена,redu

1=0 s definován i
pro x=A

= J(A) + )'(A) (x-A) + S (A)(x-4) 2
FIN (A)

5(0>= }

X-A）M
spojitost jen pro

T(x)- Tr (x) plulí T(A) = H(A), T'(A) = 5 (A),... (MAO JN), tely mo
protizia pro ostatni

pro nzA palé (Thª)' = TSA pro mos přcelplel spotati J'vAmam jolynom stupně plyne z vl. cerime



prikleed ve

Skriptech na

Wýpoite o pomocí
Taylonay ruly

ina पुपा =L CR

27) Znavení f(x) = o (g(0)) a j (x) - O (g (x)
pro x→A

D S(x) = 0 (g(x)) _pro x→ A

redukoamé oholí P(A) a konstanta (>O , takovå,že

pledé f601 ≤ (/ g(o)
- "S roste namejír stejně rychle jisk g"

D 1Cx) ==(g(e l) pro →A-

YE>0 : ] redhorué PCA) : Fx€ P(A) :

Slx = ٤ | gx٦l

i1 je v oholí A zamelntelná", rostě striktně pomelej:"



Taylorove rada
- pohrauje do nehoneina nurvalil ol polynomu

Má-li funke f v badè AER derivace ršech řácků,

pul taylorva ředa se středem ~ A je :

T S.A (x) = S(M) (A) (x-A)
M！

M=0 a přiklady ve
Skriptech

●

●



28) Otevřený interval , primitivní funkce

interval I ja otevřený polud' I memé žácluý

krajní bod.

Nechl I je otevřený inter val. Rekneme, že funkce
f(1) má na intervaku I primitivní funkci F(x)

pohud pro VxEI : F'(x) = f(x)
• jecnoznučnaaž un konstantn

29) Neutonův integrél

Necht A,BER a A<B Fuskce 1: (A,B) → R má
na intervalu (A,B) Neutomiv integrél , kdyi má

s na (A,B) primitivní funkei F ae ta má vlaștní
jednostramé limity, tedy

lim F(x) = F(A+)
X→A+

lim - (x) = F(Bą
[F]A znací rozelíl F(B-) - F(At) = lim F(x) - lim F(x)

x→ B-

(N), d ide - (FT9 - F(B)-F()-1-(2)- hi 493)
primitimí funke se lisí jen o honstemta, tak potom
nezaleží nu vobè F

třida integracetelich

Juntá → M(A,B) = { f: f má na (A,B) Nantonůr integríl }



Riemannův integräl30)

Nels" A cB jsou 2 reáluá čísle.

Honečná (<+1) tice bodhi D = (Ao, A1..... Ax) z

intervalu [A,B] je jeko délením poluel

A=AOCAICAzC.CAK=B

Tyto boly dělí interral [A,B] na intervaly Ii= [Ai;Aiti]

délka intervalu |Iil = Ai+1 - Ai

I[A,B]| = B -A

norní Riemamova suna (pes f:[A.B] → R. délení(pes f: [A,B] → R , deleníhorní Riemannova suma

0-（Ao.An、- Ak）

Iilmi>（小D=dolní , kde mi = inf { J(G) ¡XEIi}

S (1,01 = ٤٠norní Iil Mi I kde Mi = sup {f(x) ; x EIi}
1=0

s (f,D) ERU { - 00}jsou vždy chefinované

S (J,D) ER US + 00}

dolní Riemannův integrál

(R) a f(a) dx - sup é s (1.0) . O je dètení [A.B] }
homí Riemannův integrál

() SA 1() dx = inf E S(1.D) : D je délení [A,B]}



31) Zjemnění děluí

Pro dvè cèlui D = (A0 <A1 < ... < Ax) a

D' = (Ao < Ai < ... (Ae) stejuéno intevvalu I.
Pal D' je dělení pokud SAO, A1... Ax3 jé podmnožinu

SAO、AA.….AiS

32) Výpočet objemu ce pareku Motačníck Něle
小［AB3→［0，+0）

is prestè soniet
VErch kruhů

Teko T(A,B, 1) = { (x,y,2) cR: Asx48 ^ tyz8| sf60}
vznikne otácením plochy U (A,B, f) kolem osg ,

realenoss

objem těłesa je T (B S(E) dt pokud integrál existuje

pocítáme obsany dourozměmých řezů (knků)

plíst tčera T(A,B,1) je plocha sniklá otačenim grafu

P(A,B,1) = { (x, y.8) cR: A 4 x≤ B a tỷ3ể = H(<) }

pres t € [A,B]

Povrch P(A,B.1) pal olefinujeme jako

2T SÅ 16) - F (1+ (540)2 1 dt
pohud má deriraci u exütuje

integrál
graf není vodorzný, riemití nu skutečnou chélku křinku

přiklud váler •
a koule (rourch)

ve stripteh



třce morech
тестозĸи - →

integrovateluyłą

Jenkí

horní i dokú Riemcemů. întegrat je vzly

definovaný a má hochuoly = PR* =RV½-00; +00}

Junkee 1 je Kienannorsky integrovatelna polul

(S 8 = OJ1 ER
společná hodnota se enuíí

(R) å fasde - riemanů integril funkee f na
intervalu [A,B]

R[AB] : = {J :1 je clefinvená ce Riemamosky

integrovatelá }



asi doglnit

souiet pres →
типи

ordí k

33) Výpočet plośneho obsahu rovinných oblast omozecých

gryfy chon Junkcí

H= { (x,y) cR : abx<b a g (x) < y ≤ f(x) } a

obsch této mnoziny je dún

S = ( f(x) - g(x)) c/x

pokud se kříží

S = JA | f(6) - g(1)| dx

34) Bivku a jej délka
Křivka = spojitý obraz interalů

Necht I = [AB] = R a A<B 6 + chrouê mén
J : I → Rª , ledy uspořcilané d - bice prostoru

(41,.., Pd) , We 4i :I → R
4 je spojitá na I znamení, že 91,.., ld jsou
spojité nu I Derivare 4 ~ xEI je

veltor (4, (x), ... "á (x))
L- So nycolldt a L= SA F(P.E) _ ER



je spočetná1) Množina Q je spočenú1) Muožina

Větu:

Množinu Q je sypočetná , netot existuje bijilke

J :N → Q

(Ạ1)0د مه، ف
(2,1)

(3.0) !

2) Mnžina PR je nespočelnú

Veta: Možina R je nespočetná
Tedy (R/ >/IN/

Dükaz (sporem)

Mecht R je spoietni. ] prosté f:R → N

Uvażme poloupnost reâlných čsel 21, d2,...

an je veúhé číslo, co s zotrosí na n a polud

tekavé neexityje , tæk 2 n=0,00....

d1,22,i3ı... obsahuje všechnu recitá čisla

Zhonstrunjí cislo B= O,b1 bz bs.... , kole b, se brede
lisit od di na an potici p se oc vach d1,"."s..

liši, ci fe spor stim, ze ta
d1= cô, ải u2 á3 isou všichna cisk

nytem lisic se 2 {1,2... 9}d2= 740, ai az หว้
mejmenií možnon, tedy větănon1<3 = I cỏ, aủ a2 reto 1



3) Cantorova - Bernsteinova věta o mohutnostech muožin

Vete :

Polud existuje prosté zobrazení z A do B a prosté

Zobrazení 2 B do A , puch existuje bijelue mezi
tèmito mnozincemi ((AI≤/B/ 1 /B/G/AI) => /A1 = B/

4) Vlustusti suprema pro R

Věka: Kařdá neprázdné shora omezenó podmnožina
má supremum



5) Jednoznčnat limity posloupnosti

Věła :

Každá postupnost (an) reálních čísel má
nejvýže 1 limitu (vlastní či nedestni).

Oûkuz: (sporem)

Předpokled, že (an) má 2 limity K,LE/R*
Vezmeme E>0 tak malé , ceby

U (K, E) ^ U (LIE) = Ø

Pak z definice limity

lim an =L , ledy existuje MEN. tmeN: nzn.
anEU (L,E)

to sumé pro druhou limitu ce dostaneme ne

puk n = max {m1, M2}

a musé pletís anEU (L,E) ^ U(K,E) , což je

spor s U (L,E) ^ U(KE) pro dostateiné mulé E



6) Existence limity monotónní poslougnosti

Věta: Kařlá monotónní posloupnost (an) ≤ IR mé

v R* limite.

Důkaz:

Předpohlácojme, že (an) je slabě rostouí
protoie to

není pråzcuíS= sup {animEN} G . SERU{tOO}S= sup { aninEN } a SERU{+00}
množina

lim an = S
Mh->00

pomocí definive

HEG (O, tOo) : }MOEN: IMEIN: MZDO: aNEU(S, E)
s hajilene no

Teely pluli z definie suprema UmelI : an≤ S

D TEU

Zvolime T<S , telly I není horní mez a existuje

n takové, že Tz cen a M. bude nejmens inder s

touto vkusností, pek

T< ano ≤ S , ledg ano El

A tecly vuzno : anEl .



7) Aritmetika limit

Vžta Mecht (an), (bn) jsou posloupnosi necituých
- a lim bn = LER*Čisel s lim an =/2 ER*

M→0n→s

Potom:

D Je-li K-rL definované, tak lim (anten) = K+1

I Je-li kiL definovené, bak lim (anibn) = K.L

(II) Je li ž definoané a baz0 no vru , Mak
lim ( ăn) = k

M-700

Junycje jednosmēmě,
lim /anl =\ K|

tely pokud

limit a nu pravé
Streniè neexistuje,
поститені о,
že limita

neexistuje



8) Věta o limitě a uspořáchíní

Věta :

Nedi (an) je paloupnord a limitoue AcR*
a (ba) je posloupnost s limitou BER*
Pak pledé :

1) Pokud A<B , puk Ino: m,M zno : am<bn

2) Pokud pro nekonečné mnoho indexů n plulí

an ≤bn , tak A ≤B
Důkaz :

Punani bod

Nebot A =B, tal zvolim dost malé &=0, aby
U(A,E) ^ U (B,E) = Ø , puh lee nayit Mu,

aby Ynzn1 : an (U(A,E) a M2, uby Vuzn :anEU(B,4)

Bak m,nz max ęm1, nz} platí amsbm

Drahý sod (obměne poní implikace) inl
Pro spor A→B . Pro dosketeině velké m.m. platí amăbn

puk jeto ve sporu s sém že pro nehoneině
mnoho inderů n plutí an≤bn

Z am→ on pro

všechne min

neplyne, že

A> B , ule
pouze A = B

napr.

(2)
nis a - 1

obè limitu O



9) Veta o duou policajtech no posloupnosti
Věta:

Mějme tři posloupnosti splyićí an Ebu€ cm

pro každé M=no . ·3 no EM4.

Předpokládejme, že (an) i (cn) mují obě
sejnou limitu LER*.

Pak mé i (on) limitu rovnou L.



10) Ekvivalene chou definic hromudwého bodu (jaho limity
podposloapnosi a jiło bodlu, jehvč vřechme oholí obrhy.
nekonečně mnoho priků posloupnosti)

1. definice:

Necht (an) je posloupnost reålných čisel. Pal
rozšířewé reálné čislo HeR* je hromadným bodem,

тпоїни

právěkdyż je limitou nějaké podposloupnosti (an) usech hr.
bachů je

Alternationi definive se (an)

HER* je hromulný bod poslouymoti (an) ()

VesO existuje nehoneině mnoho inderů meN takork, žě
S hromnaluý

anEU ( H, E) Aoc se
nenusi o

Důkaz : posloupnosti

vyskytorat<=

KEH (an) ae (ba) je podposlopnost, tely existeje

F:N →N, te bm = afcn) . Protoze lim bn = K, tal
zdením dostatečně velleto n platí anE U (Kic),pluté an € U (K,E) .zvolením dostatečně velkéko n

sedly i agen EU(Ke), kady i pro nohonečně mnoho inderů an(U (K(e)

Po KeR řestye nedonečné modo n talarýd, že auEUCK,
a J(A) je nejmens tahové, že amt U(K, En) tehanch je telyEn= 1 nekonečne

mnoho

H1) < f(e) <... < f(m-1) gsme nž určli f(n) je nejmensí
m takovéiže m> f.(n.1) a amE U(k, En)

(en) definormá jaho bn= af(n) je palesoupnost (an)s limitou /



11) Existence monotónní poposlaupnosti

Veta :

Kužělá posloupnost (an) SR má monotónní

poposloupnost.

Dükaz :

Prvek an je nizký pokud je ostie menić než vichy
preky, co můstekyić po něm.

1) posloupnat obsahuje nelonečně mnoho nízkých prků

M1< M2 < ...

reely an < ane c...
Pak nž existuje rostencí podpalou pnord

2) posloupnost má konečně mnoko nizkých puků

tedy existuje poslelní nízký prek a za nim vě

züdný tedy fl) je inder prlů za polelim, tedy
așco určitě není nizký.

Pul to znumená negaci ,tely po nekonečnon
posloupnost vě není nizký prel , tedy jsou tamDüsledek :

Kardá podocupnost opuly a he setrojit
má alespoñ 1

aj(A = a j(2) = af(s) =aj() = aj(s Z ajø)≥ .... tedy zuse monótiní.... tely zuse monötoini• hromudn
bocl pochrosaupnost



12) Bolzumova - Weiorstrassova věta

Věta : Každá omezená posloupnost mú reníluý
hromudný bod . Tedy kordá omezená posloupnost
má konvergentní poposlaupnost.

Důkaz•

(an) má monotönní podposloupnost. ce kužclá

monotónní podposupnost mé limitu, sely alespoň
1 hromadný bod a pokud je (an) omezená, tak

Sen hromadný bal musí býd netně reáký.



13) Posloupnost má limitu, právě klyž mú jediný

hromadný berd

Věta :

Pokud máé posloupnost (an) limite L, lak L

je jęjím jediným hromadným bolem, tedly kuždá
poposloapnat (an) mú tato limitu.

(Opaně) Há-li (an) 1 (an) = { H3 , kde HeR", peh
je i limitou (an) -

a množina hromachuýck bodů

14) Existee lim sup a lim inf
Věta:

Necd (anl je postbapnost a Il (an) je mninu
hromadných hodů (cen), peel největiś prvek H(an) je

limes superior ae nejmenší limes inferior.

Pro každou posloupnort (an) SR mé množna

H(anl největsí i nejmenší pruek v R*, tely
vžly existuje limsup a lim inf.



15) Nutné podmínha pro konvergeni řcech

Veta :

am =0Pokud jo zada konvergentní, bak lim o

Důsuz :

Sm = a1+ ...+ an časteimý soucet

lim Sn = SeR
odečtením nu druhou stranu

1 kile So =0an = Sn - 5 m-1

maji stejnou limite

(sm - Sm-1) = lim Sn - lim Sm-1 = 5-5 =0lim an = lim
M-300



16) Konvergene geometriché reely v zénistosti ma
hochotě kocientu

Veta:

Pro součet geometrické riedy
platé :

1=0

C g pro 19/61
qn =

+00 pro q ≥1
n=0

_ neexistuje pro 9≤ -1

Důkaz:

ze vzorce pro câstečný soniet

Sn = 1+ a1 +... + am-1 e motore od nuly
9smiq+q2+...+cn

om-9sm=1+9-9+92-92+.+94-1

（1-9）5m=1-gm

Sm = 1-gr
1-9

1) Pro (q/c1

lim qn = 0 AL 1- 0 Лlim q" =0 a lim sn =. ١٠٩ =lim Sm =a 1-91-9M→00 11->00

2) Pro qz1

mag3 e t00 alim AL+心-1
lim Sm = = +0

9-1M>00

3) Pro q ≤ -1

lim qn = neexistuje a ani lim San neexistuje



17) Vlastnosti exponemionáluí funkce

Veda :

Po espnenci omilí funkei exp() - I ž 1. x + ) ..
platé :

I VER : 1 x je konvergentní

exp(0) = 1

I) exp(x) je rostouí na < nitos)

exp (x+ y) = exp (x) • exp (y)

せ） exp(-x) =
exp(x)

[x<0 : exp (x) € (O,1)
exp(x) je Moslouí na PR

Y x = 0 : exp (x) € ( 1,00)

Im (exp (x)) = (0, +00)

inverzní funkce k exp(A) je - ln (x)

ХУ = exp (y lu(x)) pro xE (0,+∞0) a yR



18) Jellnozucönost limity funke

Věta: Funke má v daném balě nejvýse 1 limite

Důkaz :

Piclohlídejme, že pro f ca bod A ch* pletí
lim 1() = L ce lims d() -L' , ledy diě råzné

L,LER *

Zvolime E>O clost malé, aly U(L,E) ^ U(L',E) = Ø

a pro toto E be použit definice limity

Tely pro lim At) =L musí existoval S=0 , že
J (PLA,S)) ≤ U(L,E) a S'sO ,de f(P(A,S) { U(LiE),

sedly znatim

Si = min 2 S,5} a pule pluté

f (PCA,Si) E U(L, E) ^ U(Li E) , coi je ale
spor A U (L, E) N(LiE) = Ø



19) Heineko věła o ekvivalutuí defini limity fenke

Věta: Heineho definice limity Junke

Necht A,L ER , McR a J:M→R. Necht M obsehje
nějoké prstenové oholí P(A, to) bode A. Pak jsou
ekvivalentní:

1) lim1) lim F(e) =L
X->A

2) Pro kařlou posloupnost (xan1 SM , že kim šn=A a
tm: xm #A , lak lim S(xn) = L

h →00

Dikuz:

＝）

Platí bod 1, lely existuje E>0 a S=0, že f (PCA,)) ≤ U (L,E)
a múm přípustnou posloupnost (xm)n=1 , Vak exstye (XM)→4

Z dejinice
Mo , kdy Inano: f (xm) € U(L,E) a Xm7A, ledy limity

dostanu, želim f (xm) = L
H(xn) CUCL E)1 → ∞

- (I nepletí =→ II mejlatí)

Předpoklatám, že lim f(x) + L nebo neexistuje
ledy existuje {sO i że pro każdé S→0 plulí, že existuje

xEP (A, S) ,že x¢ U (L, E)

Definuji Sm = in pro 1,2,3,.... Mlely vytuśme
přípustnou posloupnost (xn) 1) podmnozina M

2) (xm) → A

3) Vm : xm ‡A

ale vžly se majde v sebemenšim ohölí problematiché x
seds f(ind & U(L,E) , proto lim f(ci) + L



20) Aritmetika limi1 Junke

Vota :

Poo méjchá A,H/L GRA a funke fig pletí:
lim I(e) = L
lin g(k) = klim

X→A

Dat :

O Potud je R+L definovené , bek lim f() + g()- L+K

(I) Pokud je K.L definované, tak lim 1(x)-g (x) = L-k

I Pokud je k definarné, tak lim teoT-sA 9 (x)
li→ /te» = L1
21) Souvislost limity funkce ce uspořilání

Netl' 1 a y jsou junke, prokteré pletí
lim F(x) = L
×>A

lim g(x) = K
X→A

pro nejuké A, L,K ER* . Pah:

) Poled: K =L, tal 3 8=0: x,x2 € P(A, S): g(r) → Fid

I Pokud ·6=0:3x1, x2 G P(A, 6) : g(x) 2 }Cr) ,
puh K≥Li kdyby

1 a 1 g (xi) = 1 (kг) ( tal
pořád k=LPor.



22) Existeme jednostranných limit monotøuní Sukee

Věta :

Necht 1 je Junkece :

1) Necht AGR. Dokud 1 je monoténní na
nejchém levém prstencovém ohotí A , pek mé limita zleva. vA.

Pokud f je monotónní na pravém pestétenśm
okolí A, puk mú limite zprava. v A.

2) Pro A €{-00, +00} . Pokud je 1 monotónní ma
nějském okolí A tak mé v A limitu.



23) Veta o dhou policajteck pro Jemkee

Veta : Mējme tié fenkee figg, h a A, Lc/R*
Necht plesé lim Fx) = lim h(x) = L

X→>A X→A

A neekl existujo vöjeké 6=0, pro které plutí, že

VeE P(A, S) : ft ≤ g(x) ≤ h(x) , pule i

g(x) má v bodě A limitu L.

24) Věta o limitě storané fenke
Nedl funke 1 a g splijí

imA S(x) = Blim

lim o g (x) = L

pro nějaká A,B,L ER*
A necht je splična alespoi 1 z podmíndk:

1) BiL jsou reáluá čsla a pleté g (B) -L
1) Me nepilen prehnán chod (A, ) jumbee
f(x) nenahývá ko cuoku B B$ f (P(A,S))

Pak

lim g (f(x)) =L
X>A



25) Bolzanova veta o nulovém bodu spojité fenkee
Veta :

Necht I =[A,B] je netriviâluí interval a

mecht J:I →R je spojită na I , tak

pokul pletí f(A) > O > f(B) nebo f(A) <0 <F(B),

potom ]C E (A,B) : J(C) =0

Důkaz :

Předpoklad , že f(A) < O c f(B)

Z= {xE [A,B] | f(x) < O} - je writě neprázcluí a shora omezená

Ukůzat , že f(s) =0 , kele S je supremum
B je jeji homí mez

Pro spor :

1) 1 (5)=0

} je teely spojité zleva v bolě S € (A,B]

Ve0:350] (P-(S,S)) < U (f(S), €) E= f(s) a 8

a fenke je kluckú na celém intervale (s-S, S), coż neputřs protožie S je klantě

do mnotiny a S-d <S a. S-d je horní mez, tedy S nenice byt

2) f (S< o
supremum

patří do [A,B)

- J spojité v s zprua je záporná nu celóm

intervala (S, S+) , kely sper s tim, že & je homí mez Z
protože S+& je zágorkáa horní mez

Puh f(5) =0



26) Nabývání obemých mezihocrět po spojité funkce

Věta :

Necl!' f je spojitá na I = [A,B} , kole A< B c

existuje mER , pro které plulí J(A) < m < f(B)
nebo J(A) = m= f(B) , puck }(€ [A,B] : J(C) = m

Důkaz:

Mějme f a m z vely.

Ock definujeme g(x) = f(x) - m

g je sely spojitá a plutí pro ni

g(A) < O < g(B) mbo g (A) > O> g(B) a
pomoú Bolzanor něty platí ,že 3C: g(C)=0,

Dedy f(C) = m



27) Ypojitá funke zobrazí interval nu interval

Vete: Je-li IER interal. a f:I →R je spojitá
mu I , puk J(I\ = { f(x); xEI} je tahy interal

28) Nabývání extrémů ("primip maximu") pro spojté
funkce

Veta :

Neekl I= [A,B] je kompuktní interkal a f:I→R

je spojitá na J, pek j nakývá nu I sveho maxima
a minima.



29) Uzavrenost spojitých funke nu souvet, součin,

podil , složení funké

Větu:

1) Pokud je fenke f a g spojité v bodě A,

tak i funke f tg a jig jsou spojité v touto

A pohud g(A) +0 , pule i f/g je spojitá v A.

2) Pokud je fenke 1 spojité v A a J(AI = B

a funkce y je spojitá v B, tak i Junke
g/f(x)) je spojitá v A.

30) Prostá spojítá funke na intervalu je nyze

monotóní a její inverzní junkce je také spořite

1) Pokud je 1 spojitá a prostá nu intervalu I,

seek je nu tomto intervalu rostouí nebo
klesajicí

2) Pokud je f spojitá a prostá nu intervalu I,

Nach jęjí inverzní funkce je spejitá na fLI)
3) Fuuke exp, cos, sin jsou spojité na R.

Z (2) prek plyne, že i lu je spojitá na (0, ae



31) Projitost diferencovatelué fenkere
Veta:

Má-li fenke 1 v bolě A vestní derivaci.

Neh je 1 v A spojitá.

Důkuz :

( lim F(x) = J(A) t sněíme se h tomm dojit dofine spojitosti
X→ A

lim
X-A

A(x) = lim (f(x) - f(A) + J(A)) =

= lim (S(x) - J(A)
X→A x - A

- pořúd jen násobení

(x-A) + J(A))

= f (A) . lim (x-A) + J(A) =

= f'(A). O + fIA) = J(A)



32) Aritmetika (Vestnich ) derivac

Veta :

Necht 1 a g jsou funkce, hteré meyí so bodě A
vestni derivaci.

(1+g)' (A) = J'(A) + g'(A)1)

düsledek
pro aER plalé (2 1) '(A) = d . f'(AIVOAL 21

Leibmizora
3) (Jg) (A) = 1'(A) g(A) + f(A). g'(A)formule →

4) Pokul g(A) +O ,pchikuz
pres alifinici

(g)(a) = - 960)derine

ae ohozenim

5) Pohud g (A)+O , pek
hyplývá

Ze 4.

trzení

gशIA)



38) Vzorečky pro darivene zatluchnch funkú sin,
cos , lu, exp, xa

Veta : (pomocí derivace mocinmých rad)

sin' (x) = COs (x)

cos' (x) = - sin (x)

exp' (x) = exp (x)

ln' (x) = -

(x9) = axa-1 quo cER



34) Veta o derivaci slożené fenkce

Veta :

Nechi f je funke o vlastní derivuń v hodö A
Necht B= f(A) a g je jewte s vlushí
derivaí v bodě B. Vek definijeme slženon

Junkei

h(x) = g (j (x))

a platí

L'(A) = g'(B) S'(A) = g'(J(A)) - J'(A)

35) Věta o deriveci inverzní funke

Věta :

Mecht IS/R je interval a f.I-→R je Jenuke
ryze monotónní a spojitá ma t.

A g: f(I) → I je inverzní Janke k f. Nechl B
je vnitřní bod I a J(B)=A . A pokud mí

fenke 1 v bodě B vlastní nenulovou cerveci,

pak plesi:

д'(А) = 1g'(A) ==
F'(B)



36) L'Hospitalao pravidlo

Véta : Necht AeR*
• Nect P(A,S) je nějehé prstencové oholí A

• Nechl' Junke fig : P(A,S) → R mují na prstenorón
oholí vlustní derivaci

• Nedil g'(x) +0 na P(AS)
nenusé byd ER*E(x)

> • Predpokládejme, že existuje limita L = lim*→A g'(x)vlastmí
Pah :

1) Poled lin 160 -lin g() = 0 pecks(x) = lim g(x) = 0 , pack1) Pokud lim
X→AX→A

60 L = lin đ0 = L i ÐAx) ACA= L = limlim
x→A g (x)prad pokladu x→n g' (x)

F'(x)L=

2) Poled lim (g(x) = +00 , peekg'(x)

F'(x)lim A(x) = L = lim
X->A g'Cx）platí i poluc se x->A g (x)

nahradí jednostrennými

limitami, pul
predpokládám

jednastanné ohokí

ale derivace
musé existorat

oboustranne



37) Jeduosharná derivue jaho limita oboustranné deriva
= spojitostVěža: Nechi je funke f spojitá nu interal derivue

v krejnim hadě

[A,B) kde A=B a 1 má na (1.B) w/asti
derivaci a plalí pro ni,že limita této derinue je rozštrènă čisto

lim 5 (x) = L ER*
X→A+

Pak 1 mé o bodě A derivei zprova S*(A) = L

Dükaz :

definice jahortrunné derivaue zpreusa je
F(x) -F(A)

F+ (A) = limx→A+ x_AX→A X_A

a pouziju L'Hospitaloro pravicllo:

jmenovetel (Zjevne nula)
K ma [A,B}

podmínky : 1)
čitatel (tekó nula kvůli přecpoklucke spojitosli)

2) čitatel i jmenovat mají v prevém pstenocém
okolí A vlustní deriwaci

citatel (S(x) - f(A))' = F'(x)

Pak $+ (A) = lim S'(x) = L ER*



38) Souvislost mezi jelnostannými a oboustraným

derivaemi a lokálními extrémy

Věta : sne nuluévlastní

Neckl má funkce f derivaci v bodlě A zprua, pek:

D Polud f+ (A) >O, , existuje tahoré, tahové, ie the OA.)514) - 50
@ Polud S+ (A)<0, existuje EsO tahové, se VxEP(A, E) : He)SLA

Obdobnè pro derivaci zleva

= lokud J (A) = O, existuje {>0. takové že tx€ P[A,c): }(x) 5 (A)

@ Pokud f'(A)<0 existuje E0 tahné, že tke P (A,€):} (x) > S(A)

Důku₴ :

Důkaz pruního turzení, ostatní podobné.

Břelfokidám f+ (A) =0 , sedly

lim SL)-S(A) = O s teely výnez je kladký mue
X-UA+X-A p*(A, E)

a protoże xsA, tal z toho výrazu plene, že

i f(x) > H(A)



taly veta o39) Rolleova veta Střeluí hochstă

Langremgeora ie
Veta : Necht" - 00 < A <B < +00 obecneji!

a funkce j.[A,B] →R je spojitá na [AB]
5(c) =0

i nevlustaí

má na intervalu (A,B) derivecci

S(A) = S(B) 1 pale ] (E (A,B) platí 1'(0) = 0

Důkaz :

Dokud je 1 na [A,B] hostantní → tak plalí

Pokul me, tak etikeje bod O e (A,0), pro ktenýD c (A,8) , pro kteríPokud me, tak existuje bod

plalí S(D) > S(A) = S(B) (neho meusí palebne

Dle principu (maximu pro syrojité funkee) existeje
maximum, nekd je to bod C

Platí po měj ledy t(C) = S(D) > S(A) = H(B)

Bodem D jsun C vytlačil a ledy maximum není vr
nutná podmínkkrajnich bodech.

Polle săły (baluí etrán derave ved 'menitęje nede
pro lokálu.

extrém

je rovné nule ) , Aak f'(C) =0



40) Lagrenyeova věta o střadlí halotěObecnejsí
nez Rolleova

Veta :

Neekl" - 00 < A < B < +as a feukce f: [A,B] → R jeleely f(A) neni

Na [A,B] spojitá a má sa intervalu (A,B)
nutnè rovno J(D)

derivuci. Pal existuje ( E (A,B), pro které plalí
i nevkustní

S'(() = S(B) - S(A)B- A

Důkuz :

vykořim si pomocnou přímku
{(B) - {(A)

p(x) = F(A) + (x-A)pochúzí B - A

boly [A, J(A) ]
a prolžime jeehou funku jestě, tedy[D, ] (B]]

najdemeh(x) = F(x) - p(x)
CE (A,B)

Iro tato funků ověřime pochmínky Rolleony reły a
prostè → 1) h(A) = h(B) =01) h(A) = h(B) =0

prostè

2) h je na [A,B] spojitá -složenń ze spojikich funkidosadím

3) h'(x) = S'(x) _ S(BI -H(A)derivace →

h (x)

Tedy existuje (E(A,D)

S'(C) S(B) -S(A) = 0
B- A

S(C) = F(B) - FLA)shueili
B-A

dokizat



41) Souvislat znaménha derivace a monotonie na

intervalu

Veta: Necht JER je netrimiáluí intenal

a f:1 → R je na j spojitá a má v kardên
vnitinim bodě 1 deriveni. Potom :

Pokud. I'sO je J rostouíje 1 rostoucíPokud . f' > O
f nehlesujíc• J =0 je f nelesujií• J =0 je

• f<0 je 1 desagicé

J ≤0 je f. nerostoucí
Důkaz :

jen přépud f'=0
chci choha zat

Pro libovolá A,B EJ, pro kheré platé A<B F(A¿ (B)

2 Yajranyeory vety plelí, že existuje CE (A,B) ,
prokteré plulí A<C<B a ledy

p protoże z přzepoklulu je cerizne kladnáS(B) - F(A)
= F'(c) > 0

B-A

B-A = 0 (z přaclolladu) a sely S(B) - F(A) -0

a Dedy J(A) < f(B)



42) Sowislost mezi konvexiton, monotonií pruní

derivare a znaménkem driké derivace

Veža: Nechť f je spojítá nu intervalu I a núí
derivaci v każdém vritimím bodě I.

Dolom :

1) Pokud j' je nu I rostouć , kak j jema I ryze komerní.
2) Pokud J' je na I neklesejti, pek f ja na I konvexní.

3) Pokud j' je ma I klesejíć, kal f je mu I nzze konkání
4) Pokud f'je nu I nerostouí , pek 1 je ma I konkání.

Youvislost s 2. cherivuí (pokul existuje)
J" = O (konvexní)ji O (vyze konvexní)
S" < O (kouküven)

5 <0 (туж ĸонĸані)

Důkaz:

Nekt 1 není ryze konvetní , lely ponziju definici
konkávnosti a existují baly AcC<B

feu dosudil mitimíF (B) - F(A
F(C) = FA) + (C-A). hal CB-A

ø tecky lze odvoclit2 toho lze ochocit
S(A)

HC) 5（6）-J（C）}(8)-F(A)F(C) - S(A)乐（6） ≥
B -CC - A B-A

Púk pomocí Lagianyeony věty

30 A,c) : f'(0) = F(() - F(A) F'(D) = J'(E)C- A

JEE ((,B) : j'(E) = S(B)- S(c)B-C

tely j' není raslouí



43) Charakterizue Taylorova polnomu pomoci

vztahu f(x) - T(x) = G ((x -A)^)

Věta: Nechl funkce 1 má łaylorův polynom

radu nENo v bodè AER. Pak T(x) - TiA(x) je

jediný polynom stepně nejnýše n , Wený splüje

lin t-Ta -0S(x) - T(x)lim = O
X-DA (x-A)M(x-A)nX→A

Téê lee rapsad jako f(x) = T(x) + o (Ix-AM) pro x→A
F(x) = 0

pokud definuji • f(x) = O (g(x)) pro x → A pokud lim;
• J(x) = O (g(d)) pro x → A pokud lim f(x) je omezena

x→A g (x)
na prstencovém

oholi



44) Ne) jednoznačnost primitivní Jemke ne intervalu
Věta :

Je-li F(x) primitisn finke k f(x) na otevřeném
intervalu I . Pak pro koidé CER je
F(x) + c tabé primitivní funke ( f(x) . A

naopuk jsouli F(x) a G(x) primitivní funkce k
f(x), luh ]CER: F (x)- G(x) = C pro VxE[.

Dükaz:

Pokud F je prinütioní Junke k f, ledy

F((x) = S(x) , pule pro kučdé (ER plulí haky
(F(x|+c) = f(x) +0 nu I.

Poled F'(X) = G'(x) = S(x) ma I , hale quk
IS F(x) - G(x)

(F(x) - G(1) = SC) - S(A = O ,ledy June ie

neklesąjíć ce nenostoruí , kely konstantu



45) Spojitost primitivní funte

Veta: Je-li I oteriau interval a funkce f:I →R je

na I spojilí , spak míć f na I průnitiorí fenkei.
(pojitost služí k existeni Prinitioní fanke, ale není nutná!)

Důkaz (není ve driptech)

lim F(xth) = F(x)
*→0

(F(e+h) Fal) 5- tedy mílim =0
n→0 derinui ve

{(x+h)-F(A) . h) =0 A Z AL Hech bodech

intervaluh→O

dulaz

poziti :
S7. 96

Libovolné CEI a Junkei F:I →R dofingem
tahhle :

Jitidt po x=C
F(x) =

AR S filt pro icl.

- z 1. základní věty analizy



46) Funkie jejiž jednostrenná limita se liší ocl funkční

hodnoke , nemá primitivu funkci
Veta :

Necht' I je otevrení interval a f:I → R je

fenke co mú primitivní funkei mce I. A necht
A je libovoký bod I.

Potom (pro obě struny - obdobně) plutě?

(n 1() = f (A)lim
buď je spojití neho

i + S(x) neexistaje
vůbec nemá limitulimI(x) = sgn (x)

Ерниа
nemé primitivni

Fnukci na intenalu Dükat :
Obsahujicím •

Necht mime I, 1 a Alim S(x) = 1 + 0=10)
x>0+

Fx) = L ER*Předpotlud, že existuje lim, At
+A*pohud

neexistuje,
Pouziju větu o spojitosti derívace v krajním boděhotovo

přefohlacly : 1) F je spojité na [ 05 2 ot.E.45ot.c.3

2) F mú derivaci lastuí

3) F' má limitu zprava

vetra rihá F + (A) = L

F+ (A) = F'(A) = F (A) & protre F má vinde cheriacinornou 1

S(A) = L = lim S(x)



47) Výpăřet primitivní Junke romoć melody per
partes

: Nalě jsou funke f ag spojité na otevřeném

interalu I a funkce Fa G jsou la nim na

I primitioní. Potom i fenkce JG a Fg majíma

I primition. Jankel a platí:

Jf6 + )Fg = FG + c
ekvinlentuě

Sf(x) ((x)dx = F(x) ((x) - ( F(x) g() de +c

Důku₴:

JG a Fg jsou spojité, tecly existuje pro ně přimitiní tucke.

(FG) = f6 + Fg polle derivee soucinu

SfG + SFg = S(fG + Fg) = FG +C



40) Výpočet primitimí funkce pomoń metaly
substitue

Veta :

Necht I je otevřený interal ce nacht"

f:I →R má na I primitioní Junkei. A f jest.
intera

necht 4 :J → I funke, co má v kuždém kodě

te1 vestní derivaci. Pake F (P(H)) je

primitivnó faulue le f (Q(HI) . QTE)

Důkuz:

F(P(8)) = f (Q(A) . 4(E) pomoc derivacestožené funkce



49) Metoda por partes pro Newtonův integrál

Veta

Neld J a g jiou 2 funkce spojité na [AB].
Nu (A,B)

Neskl mají primitivní fenkee Fu G a lze

je spojitè rozšířit nu LA,BI . Pak existují oba

writé integrily (N) JA f6 a (N) JÅ Fg
a pleté:

(N) J, fG = [FE]A - (N) A Fg

(N) [i°16 + ( )AFg = [FG]A



50) Yubstituční metoda pro Newtonův integrál

Veta:

Necht 4:[2, B] → R je spojitá Jankce a
(x, B)

má ve všech hodech vlastuí derini.

Nekl Jemke 4 zobrazí [x, B] na [A,B] u

J je spojité mu [A,B] a tely nowtonocsky

integrovateluámu (A,B) , pul:

, 4(8)

#N) PPA (QLA ) ف( A dt = NJer J (x)dx



51) Odhady částečných součtů řad pomoí integrálu
Veta :

Necht MEN a 1:[1,m] →R Pak

1) Pokul je f Meklesgiá ma [1,M] , lak

J1) - 1(2) =. "J(me) ≤ ( f() de < fi2) ++5(m)

2) Poned je j nerostouí nu [1, n], tal

1() + 5( → (m 1) = , f()d4 = ((4).-+((4)
Důkaz :

1. pripud

Nekt 1 je neklesajici, potom dolní Riemannova sena

j5（10）=54+41+-+（m-1）

a horní Riemamnova sema je

S(f.0) = f(2) +...+ f(m)

Pak s(.D) < S" f(x) dx «S(f.0).

odhal konečnia

i nehonenýit
Siem



52) Integrálu kritérium konvergene rud
Veta :

Necht f:[1; +00) → [0, +00) je nerostouí a

nezápo-ná funkce , Nal potom

Z f(A konverguje právě kelyž
KニA

lim J f ()de = +00
M→400

Dükaz:

Sa=小（）+...+d（m

S: = 2 1141 := lim Smневопейни-
11→00

redu k-d

E S existuje, protée je (Sm) monotónní , ale SElRu{ra}

In= j 1 a In existuje, protože / je monotónní

Ö I1<52-...

I: = lim In € RU { +00}
（h→+80

Sm = Sm -1 = In = Sn - j(1)

pro h→ tos (limitu)

S = I = S- f(1)
a tedy s = + 20 E=> I = +00



59) Honenyue iad tram 2 n° v zrisle nu53) Konvergeme rad trani v závistosti na a

Ma: Nech 1' VER Pal rada

nonvergaje ,
3+ Y

A5
k= ٨

právi když r> 1

Dikaz:

1)/-1 - 승-+슬 = Нм★.

→ societ harmonichich čise a soniet ialy je +00,

sedly mení konvergentuí

2）rCA→台十+.... 흑 = Нп

a tim spis diverguje delame mensini

ciśly3) r21

f(x) = i : [1; +00) → R a rule homeguje (s

lim (j^ șt dk) < +00 integráleí kntériupheli
M-00

f(x) = x-r

सरा - मनके इमेनF(x) =Junke F(x) =Junke cýpoistーr十イ

12941-40-9zł（本(Se x cx) = lim
٧-٨ ١



5 SAlertunost snuzi kaním c' dodelalustaiE soDantınosti smezi herním ci dolnikalnotami
55

Riemanpáým întegrálem

Veta :

Nekt J: [A,B] - R je Junkce a Da a D2 jsou
duè dálení intervalu [AB] Potom pluté:

S (1.0) = (R) )* } ≤ (B) J° 8 = S(1,02)
Důkuz :

Z dălení DI a Da vezmu sjeelnocení D'jeluo

jemnejir delění

Puk polle pozorování ^) S(YD) ES(J.DS
Secvislost

mezi zjemněním 2) s(f,D) ≤ s(j,0) a
54

S (J,D') ≤ S (J.D)intervalu a

hochstaumi Pale
Riemennoçh

S (J.D) ≤ s(f.D') ≤ S(1,0') < S(1.0)sum

Veta: a reely
Nedil D ja detení
[AB] a D'je

Zjemnění. Pale

proverilas
Junkei

F: [A,B] → R
r'etí



_doplnit

weml~一7

poredenciah

56) Neexistence Riemannova intiggrálu pro

neomezené funkce

Veta :

Pohud je Junke f na nějakém intervalu [1,0}

heomezení, nemůže tam být riemannosky
integrovatelná

Dükaz (protipitlud) :

J()- tos saă nu (0,1) primitivní facke
F(xl = x 0,1O1

= 10 x°,1

(NI Jo fle)da = [10x ]0 = 10 →

u Riemmanoného integrálu se sluve, že supremum

dude +00 na wejevějsim nalintemalu

4 nu intervaleh miže mustat, že supremum bule

+20 a Antimum - so u kabe sEALSeg nemite musteli.že homi i dotui intonál
Další (mavic) majü stýman

hochuotu

A<B<C a J:[A, C] → IR pleté

(0 5i1 = ( ) y - (0 a 6
FERIAC} > pEREAD] & JEREB,



57) Kritérium Riemannoské integrovatelnosti len

Věta :

Necht I=[A,B], A <B, f:I → IR , Pal

JE R[AB] <> VESO ] D dèlení I: S(J.) -S(J.0) < {

→ je riemunnousky
integrovatelneí

Důkaz :

）=>

protoze

- kritérium

Rienannocshé

integrovatelmosti

- prostă můžu

najit pro libovolné
E dětení, aby
se sumy

pri blai ly

(K) JAf je supremum dolích Riemeunowich sum
a infinum hornich, tak plelí:

s(f,D.) → (R) JA1 - ę pro libovolné 8s0 cistuje děłaní ba i Dę
s4、D2）<（J”』+号

A Zjemnujii detení

《JAA一是（SGAl25G.0）eSG0）SSB）CR）5場●
Poli platí : S(1.0) - s(8.0) <5

2) <= (obměnou) * otočená neunost
Pokud JIREA,B] => ]E> O: VD : S(1.0) -s(f,D) = E

3 możnosti:

a donizeme. ze
Plutí

1. Dolní integrál se od horního liší o kludnai houstenta E
pro kevidé O platí S(1.0) - s(f.D) = E

2. Doluí i horní integrál shodné a rovnají se +00

S(Y.D) = +∞0, s(1.0) = (R U{-20} ,ledy S(J,01 -s(1,0) = +00

3. Dolíl in hosí integrál shodné a rovnejí se - 00

ve vsech

możnostek

repcutí
původní tuzení

vety, ule obmèna ano



58) Riomannovská integrovatelnost monotónnich funké

Vete :

Je-li Junke J: [A,B] →R nu [A,B] monotónní

potom má ma [A,BI Riemannův integrál

Důkaz :

S(1.0) -= (1.0) - 2 (As- Ac.) (sug (4) - ix f/12)
= { (A2 -Ai:+) (f(Ad) - 1 (Ac1))

p zvolit detení smux. delkou interalu i°1
٤

+x-ムKーA-5（01-11A）
J(B) - f(A) (f(Ai) - f(Ai1))

I(BI-JIA) ((AL) - 1 (A0) = E

FE REA,B]

rostoví



39) Riemannovsna integrovatelnost spojikých feke

Věta :

Je-li funke f: [A,B] → R na

intervalu [AB] spojité, potom má nu [A,B]
Kiemannův integral.

60) Primí zullucni veta analýzy

Necht J:[A,B] → R je Junke Riemamosky
integrovatelná nu [A,B] a funkce F: [A,B] → R je

definovaná přeefpisem

F6) = (R (X S00 dE
Potom:

1) F je na [AB] spojitá

2) Pokud pro CEEA,B3 je f spojitá v C, Mak

F'(C) = f(c)

- pro krajní body sklí jechnatranně
( nepř. polucd v A je f spojité zprova, tak F4(A) = J(A)

Oůskelel: Pokud f je spojitá na CA,B], tak F je prinitimí junka f

a (N) [Af = [F]A = F(B)- F(A) = (R) h°1



61) Druhá zatlací věta arakýzy

Věta :

Neli je junke J.[A.B] → R neutonouky
integrovatelná na (A,B) , puk plutí pohud mentonovcky

: riemannonly
integrovatelna

10 JS WA°1 = S

Důkaz :

Nechl F je primition fenke f sa (A,B)

F(A) = F(A+)

F(B) = F(B)

Jedly F je spojitá na [A,B]
Zvolme D dělení D- (Ao< _ cAk)

Ij = [Aji, Aj]

Lagrangeova veta :

Hj: 3 CjEIj: F'(4) = F(Ag) - F(Aja)Aj - Aj-1

Tedy
inh scA (I;) ≤ f(C) . (Aj -Ag.) = F(Ag) - F(Af4) ≤ sup 1() (I)

×є[j

sesta pro j=1, -, k

S(1.0) < F(A) -F(A) -(M)[° 1 < S(f.0)


